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PREDMLUVA K NOVEMU UPRAVENEMU VYDANI

Text starych skript z roku 1992 byl preveden do sézeciho systému KTEX a bylo opraveno
nékolik chyb. Prozatim nejsou v textu témér zadné obrazky, protoze nejdfive musi byt upra-
ven rozsah textu. Z ptvodnich 230 stran bude text skript redukovan asi na 100-150 stran.
Zcela vypusténa bude referenc¢ni prirucka knihovny SIMLIB, protoze jeji aktualni verze bude
dostupna na WWW.

Tento text je pracovni a netplna verze. Zverejnén je pouze ve formatu PDF, po vy-
dani nové verze skript je jakékoli jeho pouziti zakdzano. Text 1ze vyuzit pro potieby vyuky
predmétu ”Modelovani a simulace” na FIT VUT v Brné.

Text neprosel jazykovou tpravou a mohou v ném byt chyby. Sazba nebyla kontrolovana.

TODO: zména symbolu které neumél stary sazeci systém zpét na ptvodni, zkratit a pre-
pracovat kapitoly ”Uvod...”, ”Simulace ¢sl. sys.”, ”SIMLIB”, ”Petriho sité&”, ” Analytické
feseni modeld”, ...

P. Peringer

(©Petr Peringer, 2004



PREDMLUVA

Tato skripta jsou urcena pro predmét modelovani a simulace, navazujici na znalosti, které
studenti ziskali v matematice, zvlasté numerické matematice, matematické statistice a v pred-
métech pocitace a programovani, programovaci techniky, logické systémy a zaklady prekla-
dadi.

Predmétem skript jsou metody a prostredky modelovani a simulace realnych nebo navr-
hovanych systémi na pocitaci. Pfi vytvareni simula¢niho modelu predpokladame jeho zéapis
v nékterém simula¢nim jazyce a dale existenci procesoru, jenz je schopen simulacni pro-
gram provadét. Z tohoto schématu vyplyva specifikace simula¢nich modeld. Proces jejich
vystavby vychazi z poznatkid o modelovaném objektu a pres formulaci abstraktniho modelu
Gsti v simula¢ni program, reprezentovany posloupnosti symbold simula¢niho jazyka. Vy-
tvafreni abstraktnich modeld méa ponékud jiny charakter, nez je stanoveni algoritmu fesSeni
problému v obecném smyslu. Podobné i simula¢ni jazyky, jejichZ prvotni funkci je usnadnéni
popisu modelovaného systému, se v zdkladnich prostiedcich 1isi od algoritmickych programo-
vacich jazyka. Cilem téchto skript je postihnout pravé tyto specifické oblasti problematiky
vytvareni simula¢nich modela.

Konkrétni obsahova napli skript je v mnoha smérech ovlivnéna vyzkumnou ¢innosti
tstavu. Pfi vybéru simulac¢nich jazykt pro praktickou ¢ast vyuky jsme se zamérili na objek-
tové orientovanou simulaci a vyuziti jazyka C++, ve kterém jsme implementovali spojitou,
diskrétni i kombinovanou ¢ast simula¢niho systému.

Ctenaitim skript budeme vdééni za upozornéni a p¥ipominky k vécné i formalni sprav-
nosti textu.

Brno, cervenec 1992
autori

(©Zdena Rabova, Jaroslav Zendulka, Milan Cegka, Petr Peringer, Vladimir Janousek, 1992
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Kapitola 1

Uvod — modelovani systému na
pocitacich

Pod pojmem modelovani

rozumime cilevédomou ¢innost, ktera slouzi k ziskdvani informaci o jednom systému
prostfednictvim jiného systému — modelu. O pojmu systém pojedndme podrobnéji dale.
Zpocatku pouze uvedeme, ze systém budeme chapat jako soubor elementarnich ¢asti, prvka
systému, jez maji mezi sebou urcité vazby. Mezi dvéma systémy miiZze existovat jista po-
dobnost. Ponévadz je model také systémem, vyuzivame této podobnosti pii modelovani.
Vyznam modelovani spociva v tom, ze umoznuje ekonomické studium systému. Je vyhod-
néjsi, rychlejsi a Casto jediné mozné ziskavat informace o systémech experimentovanim na
jejich modelech, nez na origindlech. V tomto smyslu nalezi do modelovani vystavba vsech
modelt, fyzikalnich i matematickych, statickych i dynamickych.

Je-li modelovany systém jednoduchy, nebo miZzeme-li formulovat tak zjednodusujici pred-
poklady, aby byl model feSitelny analyticky, popiSeme chovani systému matematickymi
vztahy a hledané veli¢iny stanovujeme matematickymi prostfedky. Vysledky ziskdvame ve
formé funkénich vztahti, ve kterjch se jako proménné vyskytuji parametry modelu. ReSeni
konkrétniho modelu ziskdme dosazenim konkrétnich hodnot do funkénich vztahi. Vysledné
hodnoty jsou tedy funkci jednoho, ¢i vice obecnych parametrt. Hlavni pfednosti analytic-
kého feseni je mensi ¢asova narocnost feSeni matematického modelu. Jde vsak o modely
jednoduché nebo podstatné zjednodusené.

V soucasné dobé je vSak stale aktualnéjsim problémem analyza slozitych systém, jejichz
specifickymi vlastnostmi jsou velka rozsahlost, netiplnost danych informaci, kvalitativni cha-
rakter parametri, velkd dynamic¢nost probihajicich procesti a slozity charakter vztah mezi
prvky systému. Komplexni analjzu téchto systémi umoznil teprve rozvoj ¢islicovych poci-
tacl, které jsou dnes nejperspektivnéjsim prostfedkem pro studium slozitych dynamickych
systému prostfednictvim jejich modelt.

Metody modelovani systémil na pocitacich vyuzivame zvlasté v téchto pripadech:

e neexistuje-li iplna matematickd formulace problému nebo nejsou-li zndmé analytické
metody FeSeni matematického modelu;

e vyzaduji-li analytické metody tak zjednodusujici predpoklady, Ze je nelze pro dany
model pfijmout;



jsou-li analytické metody dostupné pouze teoreticky a praktické feseni by bylo tak
obtizné a dlouhé, Ze je metoda modelovani problému na pocitaci jednodussi cestou
jeho Teseni;

je-li zddouci modelovat historii procesu v uréitém c¢asovém intervalu za i¢elem odhadu
nékterych parametrd;

je-li modelovani na pocitacéi jedinou moznosti ziskani vysledkt v disledku obtiznosti
provadéni experimentti ve skutecném prostiedi;

potfebujeme-li pro pozorovani systému ménit ¢asové méritko — modelovani systému
na pocitac¢i umoznuje urychlovani nebo zpomalovani ptislusnych déja.

Proces modelovani systémil na pocitacich miizeme velmi zjednodusené rozdélit do tii zé-
kladnich etap:

Formovani ucelového a zjednoduseného popisu zkoumaného systému — vytvoreni abs-
traktniho modelu.

Zapis abstraktniho modelu formou programu — vytvoreni simulacniho modelu.

Experimentovani s reprezentaci simula¢niho modelu na pocitaci — simulace.

Nez budeme tyto etapy struéné charakterizovat, vymezime jesté t¥i zakladni ¢asové pojmy:

Redlny cas, ve kterém probiha skutecny déj v redlném systému.

Modelovy cas, jenz tvori casovou osu modelu; mize byt redlny, zrychleny nebo zpoma-
leny.

Strojovy cas, ktery predstavuje Cas spotfebovany na vypocet programu; jeho délka
zavisi na slozitosti modelovaného systému a na vlastnostech vytvoreného programu;
neni v8ak zavisla na hodnotach, kterych nabyva modelovy cas.

1.1 Vytvoreni abstraktniho modelu

Ponévadz nedovedeme postihnout redlny svét v celé komplikovanosti, zajimame se jen o jeho
ohranicené ¢asti, objekty, na kterych uvazujeme a studujeme realné systémy. Redlny systém
vSak nemusi byt uvazovan pouze na redlném objektu. Casto jsme nuceni vytvafet navrh
systému, jenz se ma teprve realizovat. V tom piipadé postupujeme tak, ze vychézime ze
znalosti analogickych systému, které mohou slouzit jako zaklad pro dalsi tvahy.
Budovanim abstraktniho modelu rozumime formulaci zjednoduseného popisu systému
abstrahujiciho od vSech nedtlezitych skutecnosti vzhledem k cili a Gcelu modelu. Jadrem
tohoto procesu je identifikace jeho vhodnych slozek, které maji vliv na efektivnost, ¢i ne-
efektivnost systému a dale rozhodnuti, zda tyto slozky budou soucasti systému nebo jeho
okoli. Rizné specifické cile a tcely modeltt miZeme zahrnout do nékolika zakladnich tiid:



a) Vyhodnoceni - urceni, jak je navrzeny systém vhodny v absolutnim smyslu; jeho cho-
vani studujeme pro urcita specificka kritéria.

b) Srovndvdni - porovnavani funkci systémii vzhledem k jejich urcitym alternativnim
slozkdm nebo operac¢nim strategiim.

c¢) Predikce - vyhodnoceni chovani systému za uréitych, v redlném systému potencidlnich,
podminek.

d) Analyza citlivosti - uréeni téch faktort (parametrit), jeZ jsou pro ¢innost celého systému
nejvyznamnéjsi.

e) Optimalizace - nalezeni takové kombinace parametrii, kterd vede k nejlepsi odezvé
systému.

f)  Funkciondlni vztahy - objeveni povahy zdvislosti mezi nejvyznamnéjsimi parametry
a odezvou systému.

Tento vycet ucelt a cild modelu neni jisté vycerpavajici a mohou existovat i jiné duavody,
pro které se rozhodneme metody modelovani na pocitacich vyuzit. Explicitni vymezeni iic¢elu
modelu mé vsak vyznamny dopad na cely proces budovani abstraktniho modelu i na vlastni
experimentovani se simula¢nim modelem. Je-li napi. cilem modelu absolutni vyhodnoceni
navrzeného nebo existujiciho systému, pak musi byt model velmi presny. Je-li vSak cilem
modelu relativni srovnavani dvou nebo vice systémi, pak mutze byt presnost modelu pouze
relativni a absolutni odchylky odezvy modelu a readlného systému se mohou dosti lisit. Z
hlediska teorie systémi predpokldddme mezi modelovanym a abstraktnim systémem ho-
momorfni vztah, ktery vyzaduje korespondenci prvku abstraktniho systému s podsystémy
modelovaného systému a korespondenci struktur abstraktniho a modelovaného systému (viz
kap. 2).

1.2 Vytvoreni simula¢niho modelu

Pod pojmem simula¢ni model rozumime abstraktni model zapsany formou programu v pro-
gramovacim jazyce. Na rozdil od dvojice

modelovany systém - abstraktni systém,
kde pfedpokladame homomorfni vztah, vyzadujeme mezi dvojici

abstrakini systém - simulacni model
izomorfni vztah, jenz pfedstavuje silnéjsi vztah ekvivalence mezi abstraktnimi systémy -
shodnost struktur a chovani prvka uvazovanych systémi.

S rozvojem metod modelovani systému na Cislicovych pocitac¢ich byla vyvinuta t¥ida
specialnich programovacich jazykd, simula¢ni jazyky, které poskytuji prosttedky usnadnujici
efektivni popis jednotlivych slozek modelu, jejich chovani a propojeni (struktury) a umoziuji
tak snadnéjsi zapis a verifikaci izomorfnich simula¢nich modeli. Pro konkrétni pocita¢ musi
byt vytvoren prekladac a procesor simulacniho jazyka. Jejich tikolem je pak pievést simulac¢ni
model na konkrétni datovou informacni strukturu implementovanou v pocitaci a nad touto
strukturou provadét operace vymezené sémantikou jazyka a realizované jeho procesorem.

Podle pristupu k reprezentaci abstraktniho systému simulacnim modelem rozeznavame
ruzné simulaéni jazyky. Urcujicim faktorem pro jejich klasifikaci je charakter ¢asové mnoziny
a zmén stavovych, vstupnich a vystupnich proménnych téch systémti, pro jejichZ modelovani
maji simulac¢ni jazyky slouzit. Mluvime pak o spojitych simulac¢nich jazycich pro modelovani

10



spojitych systémi, o diskrétnich pro modelovani diskrétnich systému a o jazycich kombino-
vanych pro modelovani systémii obsahujicich spojité i diskrétni prvky (viz kap. 2).

1.3 Simulace

Simulaci oznacujeme etapu experimentovani s reprezentaci simula¢niho modelu. Jejim cilem
je analyza chovani systému v zavislosti na vstupnich veli¢inach a na hodnotach parametru.
Vlastni etapé simulace pfedchazi verifikace simula¢niho modelu, kdy ovéfujeme korespon-
denci simula¢niho a abstraktniho modelu, zpravidla tedy izomorfni vztah mezi témito dvéma
modely. Analogicky s programy v béZnych programovacich jazycich predstavuje verifikace
simula¢niho modelu jeho ladéni jak po strance syntaktické, tak, a to zvlasté, po strance
sémantické.

Proces simulace spociva v opakovaném feSeni modelu, v provadéni simula¢nich béhi,
které jsou charakterizovany urcitymi hodnotami parametrit modelu a uréitymi podnéty z
okoli. S kazdym simula¢nim béhem je spojeno vyhodnoceni vystupnich dat simula¢niho mo-
delu, které predstavuje informaci o chovani systému, tj. o jeho reakcich na podnéty z okoli.
Simula¢ni béhy, jako zakladni jednotky simulace, opakujeme tak dlouho, dokud neziskame
dostatecnou informaci o chovani systému nebo pokud nenalezneme takové hodnoty parame-
tri, pro néz ma systém zadané chovani. DileZitou slozkou simulace je neustald konfrontace
informaci, které o modelovaném systému mame a které simulaci ziskdvame. Tato konfrontace
(platnosti) modelu. Ovéfovani validity modelu je proces, v némz se snazime dokazat, Ze
skute¢né pracujeme s modelem adekvatnim modelovanému systému. Ponévadz nelze abso-
lutné dokazat presnost modelu, chapeme validitu modelu v relativnim smyslu jako jistou
hladinu spolehlivosti, kterd umoznuje ptijmout, jako spravné, vysledky a zavéry odvozené
z modelu. V pripadé, ze chovani modelu neodpovida pfedpoklddanému chovani origindlu,
musime model modifikovat s prihlédnutim k informacim, které jsme ziskali predchéazejici
simulaci.

Pro efektivni realizaci téchto etap modelovani potifebujeme jednak prostiedky pro praci
s abstraktnimi systémy a jednak prostfedky pro programovani simulac¢nich modeld a ex-
perimentovani se simula¢nimi modely. Charakteristika téchto prostifedki je naplni dalsich
kapitol.
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Kapitola 2
Zakladni pojmy z teorie systému

V této kapitole definujeme zdkladni pojmy teorie systémi, kterd prinasi pro celou oblast
modelovani stale nové a nové podnéty.

V literatufe pojednévajici o teorii systémi mutizeme pozorovat dva sméry pii vytvareni
zékladnich definic. Jednak jde o definici obecného univerzalniho systému, kterou lze aplikovat
na nejriznéjsi typy objektti a jednak jde o budovani definic urcitych t¥id systémt, které
odrazeji jejich specifické vlastnosti. Dalsim pohledem, v némz se tyto definice vzajemné lisi,
je vybér potfebného matematického aparatu pouzivaného pro vyklad zakladnich pojmii.

V nasich tivahdch budeme vychéazet z pojeti obecného kybernetického systému, které
vede k dekompozici zkoumaného systému na prvky a vazby mezi nimi. Toto pojeti je velmi
rozsifené v mnoha védnich oborech a je rovnéz blizké technickému pohledu na zkoumané
objekty. Pro vymezeni zakladnich pojmt pouzijeme jednoduchého matematického aparatu
(mnozin, relaci, funkei), jenz je funkéni nejen z hlediska vystavby abstraktnich modeli, ale
ma rovnéz vyznam pro vlastni programovani simula¢nich modelt, které jsou v podstaté
piisné formalizovanym zapisem danym syntaxi a sémantikou piislusného programovaciho
jazyka.

Seznam pouzitych symbola v kapitole 2:

U univerzum systému

Us; i-ty prvek systému

X (u;) mnozina vstupnich proménnych prvku u;
S(us) mnozina stavovych proménnych prvku u;
Y (u;) mnozina vystupnich proménnych prvku wu;
or(u;) vstupni prostor prvku u;

os(ui) stavovy prostor prvku u;

oo(u;) vystupni prostor prvku u;

T, ¢asovd mnozina prvku u;

Z; chovani prvku u;

|A| pocet prvki mnoziny A

Ry propojeni prvki u; a u;

X mnozina vstupnich proménnych systému S
Y mnozina vystupnich proménnych systému S

St(S) struktura systému S
R,R propojeni prvkl systému
S systém
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uUoO okoli systému

\% mnozina vstupnich proménnych systému
W mnozina vystupnich proménnych systému
I vstupni abeceda systému
O vystupni abeceda systému
or(u,) vstupni prostor systému
oo(ue) vystupni prostor systému
Qr struktura vstupnich vazeb okoli se systémem
Qo struktura vystupnich vazeb okoli se systémem
Q=QrUQo propojeni systému s okolim
X chovani systému
Bl 4

B e L
R podmnoziny binarni relace R
Rl

A
S(U*) podsystém systému .S vzhledem k univerzu U*
II rozklad univerza
h,g zobrazeni definujici homomorfni struktury
1,62 zobrazeni popisujici chovani prvku
feg kompozice zobrazeni (f po g)

2.1 Prvek systému

Prvky systému povazujeme obecné za elementarni, dale nedélitelné ¢asti systému predstavu-
jici jeho rozkladové (dekompoziéni) slozky. Prostfednictvim prvka popisujeme strukturalni
vlastnosti systému; chovani prvkd ve vzajemnych interakcich, které vyplyvaji ze struktury
systému, urcuje chovani celého systému.

Déle budeme forméalné specifikovat pojem prvek systému tak, aby splnoval pozadavky
zahrnuté v tomto pojeti prvku systému.

Predpokladejme, ze systém S je tvofen konecnou mnozinou prvki:

U= {ul, Uz, ,un}

Mnozinu U nazyvame univerzum systému S. Prvek systému u; € U vymezime timto soubo-
rem atributi:

1) Mnozinou X (u;) = {4, 25, ...z}, } vstupnich proménngch prvku ;.

3

(1)

(2) Mnozinou S(u;) = {s},s5, ..., s]. } stavovjch proménngjch prvku u;.
(3) Mnozinou Y (u;) = {3}, 95, ..., yﬁnl} vystupnich proménngjch prvku u;.
(4)

4) Mmnozinami urcujicimi obory hodnot vstupnich, stavovych a vystupnich proménnych

— tzv. abecedami vstupnich, stavovych a vystupnich proménnych.

(5) Mnozinami kombinaci hodnot vstupnich, stavovych, vystupnich proménnych wvstup-
nimi, stavovymi, vystupnimi prostory prvku u;.
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Oznacéme:

or(u;) = {(2}, 5, ..., x}, )} vstupni prostor prvku u;,

os(u;) = {(st, sb, ..., sf)} stavovy prostor prvku u;,

00(115) = {4, Ys - ¥, )} vistupni prostor prvku u;,

Prvky téchto prostori nazyvame vstupnimi, stavovymi, vystupnimi vektory prvku u,;
jsou reprezentovany uspofadanymi g-ticemi (¢ = k;, resp. l;, resp. m;) prvki abeced
vstupnich, stavovych, vystupnich proménnych prvku ;.

(6) Casovou mnoZinou T;, coZ je mnoZina viech ¢asovych okamziki, ve kterych jsou defi-
novany hodnoty vstupnich, stavovych a vystupnich proménnych.

(7)  Chovdnim prvku ve formé dvojice zobrazeni z; = (zs,, z0,) tohoto tvaru (R je mnozina
v8ech restrikei (z0zeni) vSech zobrazeni T; — o (u;)):

. { RXO’S(UZ')XTiXTi—)U_g(Ui)XTZ’
S — —
(w‘<t1,t2>78(t1)7t17t2) - (é-si(m|<t1,t2>7S(tl)at17t2)at/2)>

{ R x O'S(Ui) xT; xT; — Uo(ui) X T;

0; - . ,
1, - i 1,l2>) » vl Y2/

(T <ty t2>»8(t1), t1,t2) — (€0, (Tl <ty ta>, 8(t1), t1, t2), 13)

Zobrazeni &g, pfifazuje ¢asovému pribéhu vstupnich proménnych mezi dvéma okamziky ¢;
a to v zévislosti na poc¢atednim stavu s(t1) stav s(t5), th >ty > t;. Podobny vyznam mé pro
vystupni proménnou zobrazeni {p, .

Priklad

Mgéjme prvek u, ktery reprezentuje integracéni ¢lanek. Necht X (u;) = =, Y(u;) =y, T =
(0,00), I = O = R, I je vstupni abeceda, O je vystupni abeceda prvku. Chovani integra¢niho
¢lanku popisuji zobrazeni:

2
25 (et s(t) b1 1) = wm+/:wwm%

t1
20; = ZS;-

Poznamka
Aby zobrazeni (zs,, zo,) vyjadfovalo chovani skuteéného prvku systému, musi platit:
5, (Tl <ty ta>> 8(t1), 1, 1) = s(t1),

531- (f|<t1,t3>7 8(t1)7t17t3) = 55'1' (f|<t27t3>758i (f‘<t17t2>7 S(t1)7t17t2>7t27t3)'

2.2 Prvky se stejnym chovanim

Uvazujme o podminkéch, za kterych miiZzeme poklddat chovéni z; prvku u; a chovani z;
prvku u; za stejné.

Vyjdeme-li z definice chovani prvku, pak je podminkou pro shodnost chovani dvou prvka
u; a u; shodnost zobrazeni z; a z;. Tato podminka vSak implikuje shodnost defini¢nich obort
a obori hodnot zobrazeni z; i z;. Z hlediska modelovani, kdy je volba konkrétnich kédovéani
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podnétd, stavi, ¢i reakci prvka zavisla na prostfedi, v némz model vytvarime, je tato im-
plikace prili§ omezujici. Abychom toto omezeni odstranili, musime nejdfive transformovat
vstupni, vystupni a stavovy prostor prvku u; tak, aby byl shodny s pfisluSnym prostorem
prvku u; a teprve potom miZeme srovndvat jejich chovani.

Ozna¢me symbolem |A| pocet prvkd mnoziny A a uvazujme dva prvky u;, u; systému
S, o nichz pfedpokladame, ze |X (u;)| = | X (u;)], |S(wi)| = |S(uj)| a [Y (wi)] = Y (uy)], tj.,
ze vstupni, stavové a vystupni vektory prvku u; maji stejny pocet slozek jako odpovidajici
vektory prvku u;. Déle pfedpoklddejme existenci bijektivnich zobrazeni aj, B:j, vij, 0ij :

aij +oor(ui) — or(uy),
Bij : os(u) — os(uy),
vij + oo(u) = oo(uy),

51']' : Tz — Tj.

Zobrazeni oj, Bi;, vi; 1ze vytvaret na zakladé korespondence abeced vstupnich, stavovych
a vystupnich proménnych prvkt u; a u;, jejichz prostiednictvim jsou kéddoviny podnéty,
stavy a reakce prvkd systému. Zobrazeni d;; zachovava usporadani, tzn., ze pro libovolné
t,t" € T;, pro které t < t’ je 9,;(t) < 6;;(t'). Nyni mizeme definovat pojem proky se stejnym
chovanim.

Necht z; je chovani prvku u;, z; je chovani prvku u; a necht zobrazeni «;, 8;; a v;; jsou
bijektivni zobrazeni definovana mezi vstupnim, stavovym a vystupnim prostorem prvku u;
a prvku u; a d;; je prosté zobrazeni definované mezi ¢asovymi mnozinami 7; a T;. Prvky u;
a u; maji stejn€ chovdni, coz budeme zapisovat z; = z;, jestlize pro kazdé t1,%o € T; plati:

jestlize
Z8; (‘f|<t17t2>7 S(tl), t1, t2) = (S(té)v t/2)7
20; (f‘<t17t2>7 S(t1)7 tlv t2) = (y(té)a tl2)7
potom také
zs; (g - )<y wy> Big [s@E)], 41, 12) = (Bisls(t5)], 045 (¢3)),
20, ((vij - )| <oy >, Bigls(t)], 11, t5) = (vizly(ts')], 045 (t3)),
kde jsme oznacili tlll = 6ij(t1), t/2/ = 5ij (tQ) W = (2]( )

2.3 Charakteristika systému

Uvazujeme systém S obsahujici prvky wui,us, ..., u,, které tvorfi univerzum U systému S.
Jsou-li u;, u; dva libovolné prvky systému S, zajima nds, zda je chovani prvku u; zavislé
na chovani prvku u;. Nejdiive zodpovime otdzku ”piimé zavislosti” definovanim vazeb mezi
prvky systému, realizovanych propojenim (ztotoznénim) nékterych vstupnich proménnych
prvku u; s vystupnimi proménnymi prvku u;.

Necht X (u;) je mnozina vstupnich proménnjch prvku u; a Y (u;) je mnozina vystupnich
proménnych prvku u;. Propojeni prvku u; s prvkem u; 1ze popsat jako bindrni relaci

(Rijs X (i), Y (uj)),

Rij = {(z}, le )| vstupni proménna z% prvku u; je propojena s vystupni proménnou le prvku
Uj } .
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Obrazek 2.1: Priklad propojeni prvkia systému

R;; = {(le,y%),(xé,yé),(xé,yi),(xi,yg)}
Rij; = 0
Ry = {(=1,13)}

Dale predpokladejme, ze libovolna vstupni proménné miize byt propojena nanejvys s jedinou
vystupni proménnou. Tento predpoklad vylucuje moznost vzniku konfliktnich situaci pti

interakei prvki. Relace R;; potom implikuje existenci funkce ¢;; @ X;(u;) — Yi(u;), kde

Xj(ui) © X(ui);  Xj(wi) ={z} | Ty € Y(uy) : (2}, y) € Rz},
Yi(u;) CY(uy); Yiluy) ={y} | I € X(w): (x,9]) € Ry},

a @ij(z) =y pravé kdyz (=,y) € Rij. )

Funkce ¢;; je funkci na mnozinu Y;(u;). Mnozina X (u;) reprezentuje ty vstupni pro-
ménné prvku u;, jejichz prostfednictvim chovani prvku u; pfimo zavisi na chovani prvku u;;
mnozina E(uj) reprezentuje ty vystupni proménné prvku u;, které pfimo ovliviiuji chovéani
prvku u;.

Pro pocet prvkt mnoziny X;(u;) a Yi(u;) plati

| X (ui)| > [Yi(uy)].

Je-li Y;(uj) = 0, pak také X;(u;) = 0, coz znamena, 7e prvek u; neni propojen (neni
pfimo zavisly) s prvkem u;.

Je-lii = 7, pak Y;(u;) # () implikuje propojen{ prvku u; se sebou samym. Tento specificky
typ propojeni prvku u; nazyvame jednoduchou zpétnou vazbou prvku u; (na obr. 2.1 je to
vazba (z7,y2)). Pojem propojeni dvou prvki snadno rozsifime na propojeni vSech prvki
systému.

Necht

X = | X(u;) je mnozina vSech vstupnich proménnych prvki systému S a
i=1

n
Y = U Y(u;) je mnozina vSech vystupnich proménnych prvki systému S.

=1
Relace (R, X,Y), R ={(z,y) |3i,j € {1,...,n} : (z,y) € R;;} definuje propojeni vstupi a
vystupt prvkd univerza U. Jinak vyjadfeno



Relaci R = (R, X,Y) nazyvame charakteristika systému S. Charakteristika systému po-
pisuje strukturu systému na nejnizsi irovni jeho dekompozice. Casto je charakteristika uda-
vana ve tvaru inciden¢ni matice, kterd predstavuje maticovou reprezentaci binarni relace

R.

Priklad 2.1

Uvazujme systém S, jehoz propojeni je graficky zndzornéno na obr. 2.2. Predpokladejme, Ze
vstupni i vystupni proménné jsou indexovany zleva doprava.

U= {U17U27U3,U4,U5},

X(ur) = {21}, Y (u1) = {1,932},
X (us) = {1}, Y (u2) = {47,93},
X (ug) = {af, 23}, Y(us) = {y1, 43},
X(U4) = { 411 1'2,.%'3} Y(’LL4) = {y%}7
X(us) = {21, 23}, Y(us) = {y},

R =

Obrazek 2.2: Pfiklad propojeni prvka systému

Dale se budeme zabyvat otazkami strukturdlni podobnosti dvou systémii. Tyto tivahy
nékdy vedou pouze k vySetfovani existence, resp. neexistence pfimé (strukturalni) vazby mezi
prvky systému. Uvedeme proto abstraktnéjsi vymezeni pojmu propojeni prvku systému,
které nebude specifikovat prostfedniky uvazovanych vazeb, t.j. vstupni a vystupni proménné
prvku.

Necht je relace R na univerzu U definovéana takto: R = {(u;,u;) | u;,u; € U a existuje
prvek r € R takovy, ze r = (zj, ylj), kde zi € X(ui),ylj €Y (u)}

Relace R tedy urcuje ty dvojice prvku systému S, mezi nimiz existuje vazba.

Priklad 2.2

Pro strukturu systému z obr. 2.2 plati:

R = {(u1,u3), (u2,us), (us, us), (ug, u1), (s, u3), (va, 1), (s, u2), (us, us), (us, u2)}.
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2.4 Systém

Systémem S rozumime dvojici S = (U, R), kde U = {uy, ..., u, } je univerzum systému S a
R = (R, X,Y) je charakteristika systému S. Atributy prvka univerza systému urcuji tyto
dtilezité atributy celého systému:

n
X = |J X (u;) mnozinu vstupnich proménnych prvki systému S,
i=1

n
Y = | Y (u;) mnozinu vystupnich proménnych prvki systému S,
i=1

n
S = |J S(u;) mnozinu stavovych proménnych prvki systému S,
i=1

n
T = |J T; ¢asovou mnozinu systému S,
i=1

Z ={z|i=1,...,n} chovani prvki systému S.

2.5 Okoli systému

Necht S = (U, R) je systém. Okolim systému budeme rozumét entitu, kterd je zdrojem
podnétd na systém S a ktera prijima reakce systému S na podnéty. V nékterych pfipadech
je vyhodné uvazovat okoli systému jako specidlni prvek. Okoli systému S ozna¢ime symbolem
u, a budeme specifikovat jeho vlastnosti.

Obrazek 2.3: Systém a jeho okoli

1. K okoli systému u, pfislusi mnozina proménnych V' = {v1,...,v,}, kterd definuje mno-
Zinu vstupnich promeénngch systému S.

2. K okoli u pfislusi mnozina proménnych W = {ws,...,w,}, jez definuje mnozinu vy-
stupnich proménnych systému S.

3. Proménné v; € V nabyvaji hodnot z mnoziny, kterou budeme oznacovat pismenem [
a nazyva se vstupni abecedou systému S.

4. Proménné w; € W nabyvaji hodnot z mnoziny, kterou budeme oznacovat pismenem
O. Mnozina O se nazyva vystupni abeceda systému S.
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5. Vstupnim vektorem systému S budeme rozumét usporadanou p-tici, vektor (v1, ..., vp)
hodnot ze vstupni abecedy I; i-ta slozka vektoru odpovida hodnoté vstupni proménné
v; systému S. Mnozinu
JI(UO) = {(7)1, ey vp)}

vSech vstupnich vektort nazyvame vstupnim prostorem systému S.

6. Vystupnim vektorem systému S budeme rozumét usporadanou g-tici (wn, ..., wy) hod-
not z vystupni abecedy systému S; i-t4 slozka vektoru (ws, ..., wq) odpovidd hodnoté
vystupni proménné w; systému S. Mnozinu

UO(UO) = {(w17 () wq)}
vsech riznych reakci nazyvame vystupnim prostorem systému S.

Déle uvedeme formalni popis struktury ”propojeni” okoli se systémem a systému s oko-
lim. Necht X je mnoZina vstupnich proménnych prvki systému S a Y je mnoZina vystupnich
proménnych prvkia systému S.

Relace Q7 C X x V popisuje strukturu vstupni vazby mezi okolim a systémem prostied-
nictvim vstupnich proménnych systému. Prvek r = (z,v;),7 € Qr interpretujeme takto:
vstupni proménna z € X (u;) prvku u; systému S je ztotoznéna se vstupni proménnou v;
systému S.

Analogicky binarni relace Qo € W x Y popisuje vystupni vazby mezi systémem a okolim
prostiednictvim vystupnich proménnych. Prvek r = (w;,y), r € Qo interpretujeme takto:
vystupni proménnd w; systému S je ztotoznéna s vystupni proménnou y € Y (u;) prvku u;
systému S.

Obrézek 2.4: Interpretace prvku R = (zi,v;), 7€ Q;

Oznacme @ = Q7 U Qp. Okoli u, systému S je pak urceno:

1. Mnozinou V vstupnich proménnych a mnozinou W vystupnich proménnych systému.
2. Vstupni abecedou I a vystupni abecedou O.

3. Vstupnim prostorem o (u,) a vystupnim prostorem oo (uo).

4. Strukturou propojeni okoli se systémem, kterd je popsana relaci Q.

Na zékladé relace @, jez detailné popisuje strukturalni vazby mezi systémem a okolim,
muzeme definovat abstraktnéjsi relaci () analogicky s definici relace R z odstavce 2.3.

Relace (Q,U U {u,}, U U{u,}) je definovéna takto:
Q = {(uws, uj)|u; € UU{uo},uj € UU{u,}, existuje prvek r € @ takovy, ze
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1. r=(z,v;), kde 2% € X(u;) avj € V ; tj. u; = u,, nebo

2. 7= (wi,yl) kde w; € W a yl € Y(uy); tj. wi = up }.

2.6 Izomorfni charakteristiky, izomorfni systémy

Uvazujeme dva systémy S; = (Up, R1) a So = (Us, Ry). Charakteristika Ry systému S;
a charakteristika Ry systému Sy jsou izomorfni (systémy S; a Sz maji izomorfni charakte-
ristiky), existuji-li bijektivni zobrazeni

’Q/J . U1 — Uz,
wr X1 — Xo,
wo : Y1 —Y,

takova, ze plati:
Vui,u; € Uy Vo e U(w;) Vy € Y(uy):

wr(z) € X(¢(ui)) Awo(y) € Y(¢(u))) A(2,y) € By & (wi(2),wo(y)) € Ra.

Systémy S7 a S; maji tedy izomorfni charakteristiky, lze-li prvkim univerza U; jedno-
zna¢né priradit prvky univerza Us tak, Ze pro kazdy prvek u € U; a jeho obraz u' € Us
plati:

1. Existuje jednojednoznac¢né pfifazeni vstupnich, resp. vystupnich proménnych prvku u
na vstupni, resp. vystupni proménné prvku u’.

2. Zobrazeni prvku systému S7 na prvky systému Ss a zobrazeni vstupnich, resp. vystup-
nich proménnych viech prvki systému S; na vstupni, resp. vstupnil proménné prvka
systému S, implikuje stejné vazby mezi prvky systému Sy jako mezi prvky systému

Si.

Na zékladé pojmu izomorfni charakteristiky dvou systému budeme definovat vztah ekviva-
lence mezi dvéma systémy — tzv. izomorfni systémy.

Uvazujeme dva systémy Sy = (U, Ry) a So = (Ua, Ra), které maji izomorfni charak-
teristiky. Necht 1) je bijektivni zobrazeni U; — Uy z definice izomorfnich charakteristik.
Rikédme, Ze systémy S; a Sy jsou izomorfni, je-li chovani kazdého prvku u € U systému S
a odpovidajictho prvku v’ € Us systému S, u’ = ¢(u), stejné.

7 definice izomorfismu systému vyplyva, Ze izomorfni vztah je reflexivni, symetricky
i tranzitivni. Tento vztah je tedy urcitym typem ekvivalence systému, ktera je pro vytvareni
modelt velmi potiebna. Ponévadz vsak dalsim dtsledkem definice izomorfnich systémi je
skuteCnost, ze izomorfni systémy maji stejny pocet prvkid a vazeb, vytvafeni izomorfnich
modelt je pro vétsinu t¥id redlnych systémi prakticky nedostizné. Mize se vSak uplatnit pii
vytvafreni ekvivalentnich modeld, napf¥. abstraktni model — simula¢ni model.

2.7 Chovani systému
Uvazujeme systém S = (U, R) s okolim wu,, které ma se systémem S definované strukturalni

vazby prostfednictvim relace (). Chovanim systému zpravidla rozumime zavislost reakci
systému na podnéty z okoli, pficemz je tato zavislost uvazovana v case.
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Nechf T je ¢asova mnozina systému S. Ozna¢ime-li B4 mnozinu viech zobrazeni A — B,
pak chovéni systému S mizeme definovat jako zobrazeni

X : [o1(uo)]” = [o0(uo)]”

Jinymi slovy, chovani systému S je funkcional, ktery kazdému ¢asovému priabéhu vstupni
veli¢iny prifadi ¢asovy prubéh vstupnich veli¢in systému S. Zobrazeni y musi spliiovat tuto
podminku:

jsou-li &1, Ty zobrazeni T — o(u,) a existuje ¢, € T, ze

VieT t<t,= .’fl(t) = .’fg(t),
potom existuje t; € T, t; > t,, Ze plati:
VEeT t<ty= (x(Z1))() = (x(Z2))(1),

tj. jestlize na vstup systému pfivedeme jednou vstupni veli¢iny s priabéhem #; a podruhé
s pribéhem 75 a plati, Ze tyto pribéhy jsou alespon do okamziku ¢, shodné, potom odpovi-
dajici odezvy na vystupu x(#1) a x(Z2) jsou shodné alesponi do okamziku ¢; > t,, tj. zména
na vystupu nenastane diive, nez zména na vstupu.

Proc¢ presto popisujeme chovani prvku a systému formalné jinymi prostiedky?

1. Definici chovani prvku se snazime co nejvice priblizit definici Mealyho automatu, coz
souvisi s modelovanim prvkt na pocitaci. Nevyhodou tohoto pojeti je to, ze dva prvky
maji stejné chovani jen tehdy, maji-li mnoziny stavii o stejné mohutnosti. To mtize vést
ke stavu, kdy oba prvky reaguji stejné na pribéhy vstupnich proménnych na vystupu,
ale jejich stavy se méni jinym zptusobem. Takové prvky pak nemaji stejné chovani.

2. Tuto nevyhodu odstranuje definice chovani systému, kterd zase nefikd nic o repre-
zentaci systému programovymi prostiedky. To ostatné ani neni nutné, protoze tato
informace je dana charakteristikou systému a prostfednictvim chovani jednotlivych
prvki systému.

2.8 Systémy se stejnym chovanim

Uvazujeme systém S; = (Uy, R1) s ¢asovou mnozinou 7 a chovdnim xi, a systém Sp =
(Ua, Ry) s ¢asovou mnozinou T5 a chovanim y2. Necht oy,,00, jsou vstupni a vystupni
prostory i-tého systému, i € {1,2}. Systémy S; a Sy maji stejné chovani pravé kdyz existuji
bijektivni zobrazeni:

Hot 0 — 01,
v i 00, — 00y,
T Ty — T th,tQETl t1<t2§T(t1)<T(t2)

takova, ze plati:

VEico! xi(f)=§ = xo(ueZer ) =vejer ! jeol.

2.9 Definice podsystému

Drive, nez budeme definovat podsystém, zavedeme oznaceni pro specialni podmnoziny relace.
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Konvence: Necht A,B jsou mnoziny a nechf R C A x B je binarni relace z A do B.
Jsou-li A, resp. B podmnoziny mnoziny A, resp. B, pak miZeme definovat restrikce relace
R vzhledem k mnoziné A nebo B nebo k obéma. V dalsim textu je budeme oznacovat takto:

R i = {(a,b) | a € AN (a,b) € R},
R B = {(a,b) |a € BA(a,b) € R},
R E = {(a,b)|a€ ANb€E BA(a,b) € R}.

Necht S = (U, R) je systém. Podsystémem systému S je systém S* = (U*, R*), kde

(1) U* CU, U* ={uiy, Uiy, .-y ui, }, m < n, je-li n pocet prvki systému S,

Y* m m
(2) R*"CR, R*=R kde X* = U X(u), V"= U Y(us,)
k=1

*
X k=1

a X (u;, ) resp. Y (u;,) jsou vstupni, resp. vystupni proménné prvku w;, € U*.
Podle definice je podsystém S systémem a ma tedy jisté chovani. Toto chovani mtizeme
analogicky s chovanim systému S popsat zobrazenim

X+ o7 (o)l = o5 (ug)]”

Dale vysetfime, ¢im je tvofeno okoli u} systému S*. Podle odstavce 2.5 je okoli systému
urceno témito atributy:

1. Mnozinou V vstupnich a mnozinou W vystupnich proménnych systému

2. Vstupni abecedou I a vystupni abecedou O.

3. Vstupnim prostorem o (u,) a vystupnim prostorem o, (o).

4. Strukturou propojeni okoli se systémem, ktera je popsana relaci Q = Q; U Qo.

VySetfime atributy okoli podsystému S*. Okoli u} podsystému S* je tvoreno c¢asti okoli u,
systému S a témi prvky systému S, které nelezi v univerzu U* podsystému S*.

Mnozinu vstupnich, resp. vystupnich proménnych ozna¢ime V* = {vq, ..., v, }, resp. W* =
{w1, ..., wq}. Mnozina V* je definovana takto:

Vi={v|Tze X" (x,0) €Qr}U{y| Iz € X*(z,y) € R— R*}

V druhém pfipadé je vstupni proménna podsystému S* identicka s vystupni proménnou
y prvku u; € U — U*. Analogicky mnozina W* je definovana takto:

W*={w|3yeY*(w,y) €Qo}tu{z|IyeY (z,y) € R—R"}

Na zékladé takto popsanych vstupnich a vystupnich proménnych je nyni snadné definovat
relaci Q" = Q7UQY, kterd popisuje strukturu propojeni okoli v} s podsystémem S*. Relace
Q7 a QF jsou definovany sjednocenim:

URY_Y

QI = Q[ X* X* )
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Y= Y=

Qo =Qo UR X x*

Casova mnozina T* podsystému S* je tvofena sjednocenim ¢asové mnoziny 1 systému

S a ¢asovych mnozin téch prvka systému S, které lezi v okoli systému S*:
T =TUT,

kde T = {t | t € T; pro v8echna i, pro kterd u; € U — U*}.
Konvence: Protoze podsystém S* systému S je jednoznac¢né uréen podmnozinou U™ uni-
verza U systému S, budeme v pripadech, kdy neni nutné explicitné vyjadfovat mnozinu R*,
zapisovat podsystém S* = (U*, R*) kratce jako S(U™).

Dilezitym piipadem podsystémt systému S = (U, R) jsou trividlni podsystémy S({u;}),

i=1,2,...,n, n je pocet prvkl systému S, jejichZ univerzum tvoii jediny prvek systému S.
V téchto podsystémech je

(1) U = fus},
(2) R*=0.

Mnozina vstupnich, resp. vystupnich proménnych podsystému S* je identickd s mnozZinou
proménnych X (u;), resp. vystupnich proménnych Y (u;) prvku u;.

Chovani x* podsystému S*

*

X" o7 (g™ = lob (ug)]™

(kde o7 (u}), resp. oy (u}) je vstupni, resp. vystupni prostor prvku u; a T je ¢asova mnozina
prvku u;), je jednoznaéné uréeno chovinim z; prvku u;

)

. RXO’S(UZ')XTZ'XE—)US(’LL,L')XE
! RXUs(ui)XTiXTiﬂao(ui)XTi

kde
R je mnozina vSech restrikei vSech zobrazeni T; — o (u;),
os(u;) je stavovy prostor prvku u;,

O’[(ui) = O’[(’U;), Uo(ui) = Uo(u2)7 Ti =T

2.10 Homomorfni systémy

Uvazujeme dva systémy S; = (Up, R;) a So = (Us, Ry). Rikédme, Ze charakteristika Ry
systému Sy je homomorfni s charakteristikou R; systému Si, existuji-li zobrazeni h a g
s témito vlastnostmi:

h2U1—>U2

je zobrazeni univerza U; na univerzum U,. Zobrazeni h definuje na mnoziné U; rozklad
IT = (I, ...,II,,,), na je pocet prvki univerza Us, kde II; obsahuje pravé ty prvky v € Uy,
pro které h(u) = w;, u; € Us. Zobrazeni h tedy popisuje korespondenci jisté neprazdné
podmnoziny II; C Uy prvka systému S; s jedingm prvkem u; € Us systému Ss.
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Necht X7, resp. Y7 je mnoZina vstupnich, resp. vystupnich proménnych vSech prvki
systému S7. Ozna¢me X [II;] € X3 mnozinu vstupnich proménnych téch prvka u € Uy, které
tvori tfidu II; rozkladu II. Podobné Y7 [IL;] C Y7 necht je mnozina vystupnich proménnych
téch prvkid u € Uy, které tvofi tfidu 1I; rozkladu II, tj.

X1[IL] = Uyer, X1 (u),

Y1IL;] = Uyer, Y1 (u).

Uvazujeme nyni relaci Ri;y C Rj, kterd obsahuje pouze ty vazby reprezentuji propojeni
prvki nepatticich do stejné t¥idy rozkladu II :

Rin = {(x,y) € Ry | | Uiy Uj € U, z€ Xl(uz) ANy € Yl(Uj) A h(uz) 7£ h(uj)}

Nyni muzeme definovat zobrazeni g, popisujici, které vazby charakteristiky R; se prena-
Seji do homomorfni charakteristiky R,.
{ R1 — R2
@y — @y
x e Xl(ul) Ny € Y1(Uj) =1 c Xg(h(u,)) A y/ S Yg(h(’u]‘)),
kde (z',y) = g(z,y).

je zobrazeni, pro které plati:

Priiklad homomorfnich charakteristik
UvaZujeme systém S, = (Uy, Ry) (viz obr. 2.2).
Ur = {u1,u2, u3, ug, us },
Ry = {(z1.91), (=1, 90), (2, 99). (a3, 1), (21, 93), (22, 92), (25, 90, (21, 1), (a3, 93) }
a ukazme, Ze systém So = (Us, Ro),
Uz = {ui, us},

1,2 2 1 2 1
Ry = {(xllay/1)a (x/1vyl1)a (55/2,9/2)}

méa homomorfni charakteristiku s charakteristikou systému Sj.

ur

uz

Obrézek 2.5: Struktura systému Sy

Necht h : U; — Us je definovana takto:
h(ur) =uf,  h(ug) =uh, h(ug) = uj,

h(us) = uy, h(us) = up.
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Zobrazeni h definuje na univerzu Uy systému S; rozklad II (viz obr. 2.6):
H = {thg} kde H1 = {ul,u?,}, H2 = {UQ,U4,U5}
Vytvorme nyni mnozinu Rii C Ry:

R e = ety a
L (A

tJ RIH = {(x:fay]?)’ (w%ayg)a (l’%,y%)}

ur vz
u2
ul
— LT\
y u4
u3
o
-/

Obrazek 2.6: Rozklad na U, definovany zobrazenim h

Nyni uvazujeme zobrazeni g : Ri;y — Ro
3 5 1 2
9((z1,97)) = (@'1,9'7),
4 3 2 1
9(($17y2)) = ('rllayll)’
4 1 2 1
9((22,52)) = (23, 9/2).
Protoze uvedené zobrazeni g spliiuje vlastnosti z definice homomorfnich charakteristik, je
skuteCné charakteristika Ry systému So; homomorfni vzhledem k charakteristice R; systému
S1.
Necht charakteristika systému Sy = (Us, R2) je homomorfni s charakteristikou systému
S = (U1, Ry1) a necht Il = (IIy, ..., I1,,,) je rozklad univerza Uy, definovany homomorfismem
charakteristik systémi S; a So. Systém Sa je homomorfni se systémem S; (vzhledem k sys-
tému S ), ma-li podsystém S;(IL;) stejné chovani jako podsystém Ss({u;}) pro vSechna
i =1,2,...,n9, pricemz prvek u; € Us je obrazem vsSech prvkid u € II; C U; v zobrazeni h
z definice homomorfnich struktur.
Z definice homomorfismu plyne, Ze systém S; méa vice prvkl nez systém S3. Homomorfni
vztah systémt neni, na rozdil od izomorfniho vztahu, ani reflexivni, ani symetricky; je pouze
tranzitivni. Uplatiuje se zvlasté pri hledani abstraktniho modelu realného systému.

2.11 Klasifikace prvku systému a systémii
Podle charakteru ¢asové mnoziny prvku sytému a podle tvaru funkci, popisujicich chovani

prvku, budeme definovat pojmy spojité a diskrétni prvky a prvky s deterministickym a
nedeterministickym chovanim.
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2.11.1 Spojité a diskrétni prvky

Necht u; je prvek systému, T; je jeho ¢asovd mnozina. Prvek u; nazveme prvkem se spojitym
chovdnim, je-li Gasovd mnozina T; = I — E, kde I € (0,00) je interval a F je kone¢nd nebo
spocetnd mnozina realnych ¢isel.

Priklady spojitych prvka

1. Funkéni ménié

x1
B

: F —
xn

Funkce F je spojita. Casovou mnozinou 7T je interval, neobsahujici body, ve kterjch
neni funkce F definovina. Chovani prvku je jednoznaéné popséno funkci § = F(Z),
kterou miizeme psat také ve tvaru:

25i (T <ty 42>, 8(t1), 11, t2) = (s(t1), t2),
Zoi(f|<t1,t2>aS(tl)atlatQ) - (F(f(tQ))atQ)

2. Integrator

Popis chovani viz priklad v odstavci 2.1. Prvek u; nazveme prvkem s diskrétnim cho-
vanim, je-li Casova mnozina 7T; tvaru

T, = {tn|n e NAVE € N(tk+1 > tk)}.
Chovani diskrétnich prvk muzeme popisovat také ve tvaru

)

. U[(Ui) X US’(UZ') X Tz — Uo(ui) X Tz
! O'I(Ui) X Us(ui) X Ti — Us(ui) X Ti

ktery vznikne z tvaru podle definice chovani prvku (odst. 2.1) kdyZ poloZzime t; = ts.

Priklady diskrétnich prvku

1. Logicky prvek realizujici konjunkci

Xy
., AND (——
Xo Y1
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Vstupni a vystupni abeceda tohoto prvku je binarni abeceda {0, 1}. Casovou mnozinu
T, = {t;]i = 1,2...} tvori diskrétni ¢asové okamziky t¢;. Tento prvek nemé stavové
proménné, a proto ma zobrazeni z; tvar

y(ti) = & (@(ti), ti),

kde ¥ = (y1), Z = (21, 22) a & je logickd funkce zapsana tabulkou 2.1.

Tabulka 2.1: Zapis logické funkce

H
=
H
[
H
=

0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1
2. Pamétovy prvek typu J-K
X3
) J-K —
X Y1

Tento prvek mé jednobitovou pamét, reprezentovanou jednoprvkovym stavovym vek-
torem § = (s1). Chovani prvku J-K muZe byt popsano touto dvojici zobrazeni &; a &:

yt') = & (5(t'), 1),
St = &(E(t), 81),t), t' >t tt eT.

Zobrazeni £, definuje tabulka 2.2. Zobrazeni &; je identické zobrazeni y; (t') = s1 ().

Tabulka 2.2: Definice zobrazeni &,

o~
~
»
fry
—
~
<
~—

ENENE
010

_ O = O = O = O|l—~
SO = = O O = O

e i e e i e i e i )
-0 O == O

3. Diskrétni integrator
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? p
X1 S Y1

Je-li ¢asovou mnozinou T; tohoto prvku ekvidistantni déleni intervalu (a,b) s krokem
k a pouzijeme-li pro aproximaci vystupu y; napf. Eulerovy formule, pak lze popsat
chovani diskrétniho integratoru dvojici zobrazeni

y(t') = &(@(1), 5(1)),
S(t') = &(2(1), 5(t)),
t,t' €T, t' =t + k a zobrazeni
& =& =s51(t) + kxa(t), si(a)=p.

Stavova proménna s; slouzi k uchovani vystupu z predchazejiciho kroku.

2.11.2 Prvky s deterministickym a nedeterministickym chovanim

UvaZujeme opét chovani prvku u; ve tvaru:
g(t/) =& (f(t)7 g(t), t)7
S(t') = &(2(2), (), 1),

Zeor(u), §€oo(u), §€os(u), t, 7Ty, t <.

Prvek u; ma deterministické chovani, jsou-li zobrazeni &1 a & jednoznacna. Nedetermi-
nistick€ chovani prvku u; je obecné dano viceznac¢nosti zobrazeni £; nebo &. To znamena
(viz obr. 2.7), ze obrazem nékterého bodu (Z, §,t) defini¢niho oboru zobrazeni &; nebo &
neni jedind dvojice (¥, 7) v zobrazeni &; a jedind dvojice (5, 7) v zobrazeni &, ale mnoZina

v8ech moznych obrazt (¢, 7), resp. (S, 7).

Obrézek 2.7: Nedeterministické chovani prvku v pfipadé koneénych obort hodnot zobrazeni

&1aé

Zvlastnim pripadem nedeterministickych prvka jsou tzv. prvky se stochastickym chova-
nim, jejichZ chovani lze popsat stochastickymi zavislostmi. V tomto pfipadé je vstupni, resp.
vystupni, resp. stavovy prostor o (u;), resp. oo (u;), resp, os(u;) tvofen ndhodnymi vektory
— tzv. vicerozmérnymi nadhodnymi veli¢inami. Funkce & a & se nazyvaji ndahodné funkce
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nebo stochastické procesy. Podle tvaru ¢asové mnoziny pak rozliSujeme diskrétni nebo spo-
jité stochastické prvky. O diskrétnich stochastickych prvcich mluvime, je-li ¢asova mnozina
T; ve tvaru, ktery ilustruje obr. 2.7 Pfechod z jednoho stavu prvku do druhého, piipadné
vystup prislusejici k danému stavu, je ohodnocen uréitou pravdépodobnosti. O spojitych
stochastickych prvcich mluvime tehdy, je-li ¢asovd mnozina T; intervalem.

2.11.3 Systémy se spojitym chovanim

Systém S nazveme systémem se spojitym chovanim nebo kratce spojitym systémem, maji-li
vsechny jeho prvky spojité chovani. Spojité systémy jsou popisovany soustavami diferenci-
alnich rovnic a algebraickych rovnic tvaru

i
wy = fi(wi, ., Wn, T1, ey T,y t)
!
wy = fo(Wi, e, Wn, T1, ooy T,y t)
xry = gl(wlw"vwnyzla"'axmat)
1 = gm<’LU]_,...,’U}n,I‘]_7...,.’Em,t)
s pocatecnimi podminkami
0
w1(0) = wy
0
wy(0) = wy.
Oznacime-li graficky
Xy
’ o
— y
X2

prvek realizujici spojitou funkei y = (21, ..., z,,) a integrator y(t) = [ z(t)dt, y(0) = p, pak
muzeme tuto soustavu diferencidlnich rovnic prvniho rfadu a algebraickych rovnic chapat
jako spojity systém na obr. 2.8.

Priklad spojitého systému:

UvaZzujeme systém tlumeni kola automobilu (obr. 2.9), jenz je popséan diferencidlni rovnici
druhého radu
My" +By' + Ky =F(t), y'(0)=y(0)=0 (2.1)

kde

M je hmotnost kola,

K je tuhost pruziny,

B je tlumici faktor a

F(t) je budicdi sila.
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Obréazek 2.9: Tlumeni kola automobilu

Oznac¢me proménnou z zrychleni, v rychlost, y drahu kola automobilu. Diferencialni rovnici
(2.1) pfevedeme na soustavu diferencidlnich rovnic prvniho fadu:

/

z = —%(F(t) — Ky — Dv)
y(0) = v(0) = 0

Prvek, realizujici nasobeni, reprezentujeme symbolicky znackou y = xizs .
Prvek, realizujici odeéitani, reprezentujeme symbolicky znackou y = x1 — x5 .

Uvazovany spojity systém pak vyjadiime schématem na obr. 2.10.

Takto uvedeny systém chapeme jako systém otevieny, kde zdroj budici sily F(t) je sou-
¢asti okoli systému. Budeme-li uvazovat budici silu F'(t) jako sou¢dst systému, pak lze systém
popsat jednodussim homomorfnim systémem na obr. 2.11.
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Obrazek 2.10: Schéma spojitého systému — tlumeni kola automobilu

Obrézek 2.11: Schéma systému tlumeni kola automobilu, kde prvek G realizuje funkci

= Gt y,v) = %(F(t) — Ky Bo)

2.11.4 Systémy s diskrétnim chovanim

Systém S nazveme systémem s diskrétnim chovdnim nebo diskrétnim systémem, maji-li
vSechny jeho prvky diskrétni chovani.

Priklad diskrétniho systému

Jako pfiklad diskrétniho systému uvazujeme lexikalni analyzator, jehoz tikolem je rozeznéavat
7slova” urcitého textu. Predpokladejme, Ze na vstupni pasce jsou umistény fetézce znakt nad
danou abecedou a Ze jsou oddélovany znakem # (obr. 2.12). Podnéty uvaZovaného systému
budou reprezentovany znaky, tvoricimi fetézce véetné koncového znaku #, reakcemi systému
bude informace o tom, zda zpracovand posloupnost vstupnich znakt je slovem (vystup ”1”)
nebo neni slovem (vystup ”0”). Casovou mnozinu T uvazovaného systému tvoii diskrétni
okamziky, v nichZ jsou ¢teny jednotlivé znaky ze vstupni pasky.

Z teorie formalnich jazyki je znamo, Ze po transformaci vstupnich znaku do tzv. abecedy
terminalnich symbold, mize byt ”jazyk slov” popsan regularni gramatikou a reprezentovan
obecné nedeterministickym kone¢nym automatem. Na zakladé téchto poznatk mtzeme tedy
navrhnout lexikalni analyzétor jako systém, jehoZ univerzum tvofi dva prvky (obr. 2.12)
— prvek realizujici transformaci vstupnich znakt (prvek K) a koneény automat realizujici
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vlastni lexikalni analyzu (prvek A).

| si# so# ... St |

vl w2
"|Lex. anal. -

Obrazek 2.12: Lexikalni analyzator

Tlustrujme nyni postup navrhu lexikalniho analyzatoru na pfikladé konkrétnich slov —
identifikatori a celych Cisel bez znaménka:

Vstupni abeceda systému I = LUDU{#} je dana sjednocenim latinské abecedy, mnoziny
arabskych ¢islic a koncového znaku slov #.

Vystupni abecedou systému je bindrni abeceda {0,1} s vyznamem:

0 — ”neni slovem”
1 — ”je slovem”

Chovani prvku K bude popsano zobrazenim

d je—li z1(t)eD
y1=E&(@1(t) =4 1 x1(t) € L
# J,‘1(t) =#
kdet e T.

Protoze jazyk identifikitori a celych ¢isel mize byt popsin regularni gramatikou G =
({d,1,#},{S,N, I}, P,S), kde mnoZzina pfepisovacich pravidel P m4 tvar

S = I#|N#
I::=1|I1|Id
N :=d|Nd

je snadné nalézt zobrazeni &; a & urcujici chovani prvku A. Zobrazeni &; je ddno matici
pfechodt (tabulka 2.3)

Tabulka 2.3: Definice zobrazeni &;

os(A) [S|I|N|E
or(4)

d N|I|N|E

1 I|I1|E|E

# E|S|S|S

os(A) ={S,I,N,E},
O'I(A) = {d, ].,#},
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kde FE znaci chybovy stav. Zobrazeni &; je netplné zobrazeni
y2(t) = wi(t) = &a(w2(t), (1), w2(t) € 01(A), s(t) € 05(A):

52(#71) = 52(#7N) =1,
&(#,E) =0.

2.11.5 Systémy s kombinovanym chovanim

Spojité a diskrétni systémy piedstavuji disjunktni t¥idy obecnych systémii. Casto je potfebné
uvazovat systémy, které pripoustéji koexistenci spojitych i diskrétnich prvkia. Tyto systémy
budeme dale oznacovat jako systémy kombinované.

2.11.6 Systémy s deterministickym, nedeterministickym a stochas-
tickym chovanim

Systém oznacime jako systém s deterministickym chovanim, resp. deterministicky systém,
maji-li vSechny jeho prvky deterministické chovani. Systém, jenz obsahuje alespon jeden
nedeterministicky prvek, oznacime jako systém nedeterministicky. Systém, jehoz vsechny
nedeterministické prvky jsou stochastické, nazyvame systémem stochastickym.

Systémy spojité i diskrétni mohou mit deterministické, nedeterministické i stochastické
chovani. Z hlediska modelovani je tato klasifikace systému tcelna, ponévadz v mnoha pfipa-
dech odrazi urcité etapy, kterymi prochéazi vytvareny model systému v zavislosti na mnozstvi
informaci, jez o modelovaném systému méme.

2.12 Citlivost systému na parametry

Pri vytvareni matematického modelu systému pouzivame rtzné parametry. Pokud vytva-
fime model existujiciho systému, miiZze jit o parametry zjisténé méfenim, modelujeme-li
systém, ktery se bude teprve realizovat, miiZe jit o parametry predpoklddané nebo odhad-
nuté. V obou pripadech je zapotiebi védét, do jaké miry nepfesnost méfeni nebo odhad
parametru ovliviiuje chovani systému. Ke kvalitativnhimu hodnoceni vlivu zmén parametra
systému se pouziva pojmu citlivost.

Oznacuje-li y; néjakou vystupni proménnou systému S a p; parametr, jehoz vliv vysSetiu-
jeme, mizeme definovat citlivost proménné y; na parametr p; (koeficient citlivosti) v ur¢itém
bodu zg vstupniho prostoru a hodnoté parametru p;o jako parcidlni derivaci

Problematiku citlivostni analyzy budeme ilustrovat na prikladé velice jednoduchého spo-
jitého systému se vstupni veli¢inou x a vystupni y, jehoz chovani je popsano diferencidlni
rovnici

v +ay =bx (2.2)

s pocétecni podminkou y(0) = yo.

V rovnici vystupuji dva parametry a a b. Ptedpokladejme, Zze nés zajima citlivost vystupni
veli¢iny y na parametr a pro jednotkovy skok vstupni veli¢iny z v okoli hodnoty parametru
a = ag. Rovnice

Y +aoy="b y(0) = vo (2.3)
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se nazyva nomindlni rovnice.

Nyni pfedpokladejme, Ze se zméni hodnota parametru a o Aa. Nésledkem toho se zméni
ivystup y. Odchylku(perturbaci) ozna¢ime Ay. Neni to obecné konstanta, nybrz funkce ¢asu.
Mizeme zapsat tzv. rovnici priristkovou nebo rovnici odchylek (perturbaci)

(y+ Ay) + (ap + Aa)(y + Ay) = b Ay(0) = Ayo
a Tesit ji pro neznamou odchylku Ay. Dostaneme opét diferencialni rovnici 1.fadu
(Ay) + apAy + Aa? + AaAy + 4’ + agy = by
odkud po dosazeni z nominélni rovnice (2.3) a linearizaci (zanedbani ¢lenu AaAy ) obdrzime
(Ay) + agAy = —Aay Ay(0) = Ayo (2.4)

Jejim feSenim je ¢asovy prubéh odchylky vystupu y pfi zméné parametru a o Aa.
Jinou moznosti je zjistovat prubéh koeficientu citlivosti Sy, (t). Mezi odchylkou Ay a ko-
eficientem citlivosti Sy, plati pro malé hodnoty Aa vztah:

Ay(t,a) = Sya(t,a)Aa (2.5)
Derivovanim rovnice (2.2) pro = 1 podle parametru a ziskdme rovnici tvaru

g, 0
=y + (ay) =0 2.6
~yf + = (a) (26)
Protoze parcidlni derivace vystupu y podle a znaci koeficient citlivosti Sy, a parametr a
nen{ ¢asové proménny, miizeme rovnici (2.6) upravit na tzv. rovnici citlivosti, kterd ma pro
a = ag tvar

Sg/;a +agSya = —y (2.7)

s pocéateéni podminkou Sy, (0) = Syao-

Z rovnic (2.4) a (2.7) je vidét, ze vystupni veli¢ina y je zde ve funkci vstupu. Lze proto
vytvorit simulacni model, ktery bude soucasné fesit prabéh vystupu y i koeficientu citli-
vosti Sy, resp. odchylky Ay. Pribéh odchylky a koeficientu citlivosti naseho jednoduchého
prikladu pro b = 1,a = 2 a Aa = 0.2 jsou na obr. 2.18.

Na tomto prikladé jsme ukazali pouze nékteré zakladni pojmy, s nimiz se v oblasti cit-
zjisténi citlivosti systému na nékolik parametri soucasné, na vlastnosti podsystémuti apod.
Analyzu citlivosti lze provadét jak u spojitych, tak diskrétnich systémn.
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Obrézek 2.13: Pribéh odchylky a koeficientu citlivosti rovnice y' + 2y = 1

35



Kapitola 3

Modelovani spojitych systémiu

3.1 Uvod

S modelovanim spojitych systémi se setkdvame vSude, kde je Géelné reprezentovat zmény
stavovych, vstupnich a vystupnich proménnych systému spojitymi funkcemi; nejcastéji v te-
orii fizeni, pfi modelovani elektrickjych obvodu, ale také v netechnickych oborech — pfi
modelovani biologickych nebo ekologickych problému apod.

Pro popis dynamiky spojitych systémt pouzivame soustav diferencidlnich rovnic. Poné-
vadZ je aplikace analytickych metod na FeSeni soustav diferencidlnich rovnic, které popisuji
realné dynamické systémy, velmi omezena, je pouziti pocitacit prakticky jedinou cestou k je-
jich TeSeni.

Klasickym prostfedkem pro modelovani spojitych systému byl analogovy pocitac. Potize
s presnosti analogovych vypoctu, jejich dokumentaci a reprodukovatelnosti feseni, realizaci
nelinearit apod. vedly i v této oblasti k orientaci na pocitace ¢islicové.

3.2 Popis spojitych dynamickych systémi

V 2.11.3 jsme vidéli, ze spojity dynamicky systém lze popsat soustavou obycejnych diferen-
cialnich a algebraickych rovnic. Tento popis tvori abstraktni matematicky model vyjadiujici
vztah mezi vstupnimi, stavovymi a vystupnimi veli¢inami. V zévislosti na poc¢tu vstupnich
proménnych a vlastnostech funkci f; az f,, a g1 aZ gi soustavy miZeme klasifikovat rtzné
tTidy systémili. Pokusime se pfepsat soustavu do vektorového tvaru. Pouzijeme k tomu mati-
cové operatory. Spliiuje-li operator A podminku homogenity a distribu¢niho zékona, tj. pro
néjaké vektory y1 a yo a konstanty a a b plati

A(ayi + by2) = aAy:i + bAy,

nazyva se operator linearni.

Systém, ktery lze popsat pouzitim linearnich operatort, se nazyva linedrni, v opatném
pripadé nelinedrni. Linedrni systémy jsou v praxi popsany linearnimi a nelinearni nelineér-
nimi diferencidlnimi rovnicemi. Systém, ktery ma jeden vstup, se nazyva jednoparametrovy,
ma-li vstupu vice, viceparametrovy.

Ma-li systém m vstupt, k£ vystupti a n stavovych veli¢in, mtzeme pfepsat soustavu
z kap. 2.11.3 pro linearni systém do tvaru vektorovych rovnic

d
Zw(t) + A(t)w(t) = B()x(1)
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y(t) = C(t)w(t) + D(t)x(t) 3.1)
s vektorem pocateénich podminek w(0) = wy, kde
x(t) je m-rozmérny vektor vstupnich veli¢in,
y(t) je k-rozmérny vektor vystupnich veli¢in,
w(t) je n-rozmérny vektor stavovych veliéin a
A B, C,D jsou linedrni operatory typu (n,n), (n,m), (k,n), (k,m).

Jsou-li prvky operatora A, B, C, D konstanty, jde o systém popsany diferencidlnimi rovni-
cemi s konstantnimi koeficienty. Takovy systém se nazyva staciondrni.

UvaZzujme jednoduchy piiklad elektrického obvodu podle obr. ?7. Zajima néas Casovy
prubéh napéti ugr. Jde o jednoparametrovy spojity systém se vstupni veli¢inou u a vystupni
upr. Za predpokladu, ze hodnoty R;, Rs, L1, Lo jsou konstantni, ptijde zfejmé o systém
linearni a stacionarni.

Neuvazujeme-li vazbu mezi civkami, 1ze na zdkladé Ohmova a Kirchhoffovych zdkonu
napsat rovnice

di
u = R1i1+R1i2+L1—1
dt
. . . dis
u = R111+R122+R222+L2E
ur = Riiy
a po uprave
4R R 1
dt 'L LT Iy
n R, Ri+ Ry 1 u
—i e -
dt > Lyt Ly ° Ly
ur = Rlil (32)

Proudy 41 a iy predstavuji stavové veli¢iny s pocateénimi hodnotami i;(0) = i2(0) = 0.
Soustavu (3.2) miZzeme pfepsat do vektorového tvaru

%i—i—Ai:Bu
uR:Ci

kde

Ry Ry

— L1y L1y —

A= 1 RitRo B =
Lo Lo

] C =R 0]

S-S

Na zékladé soustavy (3.1) jsme schopni snadno vytvorit simula¢ni model, protoze sou-
stava obsahuje pouze obycejné diferencialni rovnice 1. fadu a algebraické rovnice, které jsme
schopni fesit numerickymi metodami. Pivodni matematicky popis systému vSak miize byt
v jiném tvaru (diferencidlni rovnice vyssich f¥ad, parcidlni diferencidlni rovnice apod.), proto
musime byt schopni matematicky model vzdy do pozadovaného tvaru upravit.
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Metodika tuprav matematickych modelti do tvaru soustavy obycejnych diferencidlnich
rovnic 1. fadu byla vyznamné ovlivnéna metodikou modelovani na analogovych pocitacich,
protoze i zde je k dispozici operacni jednotka (integrator) schopné Fesit obyéejnou diferen-
cialni rovnici 1. fddu. U analogovych pocitact vSak bylo tfeba navic fesit v rdmci ptipravy
modelu nékteré dalsi ulohy jako je normalizace (transformace intervalu hodnot veli¢in do
intervalu daného opera¢nimi jednotkami) a transformace ¢asu (vynucend omezenymi frek-
venénimi vlastnostmi operacnich jednotek).

3.2.1 Modelovani stacionarnich linearnich systému

Uvazujme jednoparametrovy staciondrni linedrni systém popsany obycejnou diferencidlni
rovnici n-tého fadu s konstantnimi koeficienty tvaru

Y @) + a1y + o+ ary (1) + aoy(t) = bpx™ () + ..+ boz(t)  (3.3)

s pocateénimi podminkami () (0) = y;o proi =0,1,....,n — 1
Je vidét, ze diferencidlni rovnice muze obecné mit na pravé strané derivace vstupni veli-
¢iny. Pro kazdy realizovatelny systém musi platit n > m. V obecném pripadé, kdy nezname
analytické vyjadieni vstupni veliiny, nezname ani jeji derivace. Typickym piikladem jsou
regulacni obvody, kdy jsou regulované soustava, pripadné jeji ¢asti, regulator apod. popsany
ve tvaru pfenosu. Rovnice (3.3) by odpovidala pfenosu, ktery ma v Laplaceové transformaci
tvar:
_ bp™ + bm—lpm_l + ...+ bo
P app i+ ag

Ukézeme si dvé metody prevodu diferencidlni rovnice (3.3) na soustavu (3.1). Pro zjed-
noduseni zapisu budeme pouzivat operator p, znacici derivaci podle ¢asu a jeho mocniny
p? pro druhou, p? tieti derivaci atd. Analogicky operator 1/p bude znacit integraci. Tento
zpusob zapisu byl rovnéz casto pouzivan pfi programovani analogovych pocitact. Operator
p v tomto smyslu odpovida Laplaceovu operatoru p pfi nulovych pocatecnich podminkach.
V pripadech, kdy bude mit symbol p vyznam Laplaceova operatoru, explicitné na tuto sku-
te¢nost upozornime. Rovnici (3.3) mizeme piepsat do tvaru:

F(p) (3.4)

PY 4 a1 p" "y F 4 a1y + agy = b x + ... + box (3.5)

a) Metoda postupné integrace
Princip metody spo¢iva v osamostatnéni nejvyssi derivace vystupni veli¢iny a postupné
integraci takto vytvorené rovnice. Pfitom postupné zavadime stavové proménné tak, aby
byly feSenim diferencialni rovnice 1. fddu. Uvazujme nejprve, ze n = m, tj. ze fad pravé i
levé strany je stejny. Rovnici (3.5) miZzeme pfepsat do tvaru:
Py = bpp"x + p" (b1 — an_1y) + ... + p(brx — ary) + (box — agy) (3.6)
Po integraci (aplikaci operdtoru 1/p) obdrzime:
_ _ _ 1
P "y = b, p" e+ p" (b1 — an_1y) + ... + (b1 — ary) + E(ng — apy) (3.7)

Nyni zavedeme stavovou proménnou

1
wy = E(box — apy) (3.8)
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Stavova proménnd w; je tedy FeSenim diferencidlni rovnice
pri! + apy = bpxr s pocatedni podminkou wig (3.9)
Po substituci rovnice (3.8) integrujeme rovnici (3.7) znovu a dostaneme:

P 2y =bup" 2w+ p 3 (bp12 — an_1y) + ... + %(blx — a1y + wi) (3.10)
Zavedeme stavovou proménnou wo

1
Wy = Z;(blzfalyfwl) (3.11)

a analogicky postupujeme dal, az po posledni integraci obdrzime

1
y=byr+ ;(bn,lx—an,ly—kwn,l) =bpx + Wy, (3.12)
kde 1
W, = E(bn_lm —ap_1Y + Wp_1). (3.13)
Vysledna soustava ma tvar
wy = l(b T — agy)
1 b0 0
1
Wy = E(blﬂlC — a1y +wy)
1
Wp = ;(bn—lx — Qn-1Y + wn—l)
y = bax+wy (3.14)

a po dosazeni za y v diferencidlnich rovnicich bychom dostali soustavu z kap. 2.11.3. Snadno
bychom zapsali i vektorové rovnice a nasli maticové operatory pro tvar podle (3.1). Blokové
schéma, vyjadrujici propojeni blokii realizujicich integraci, je pro metodu postupné integrace
a podminku m = n na obr. 77.

Uvazujme priklad systému, jehoZ pfenos mé v Laplaceové transformaci tvar:

2
p*+2p+1
Fp) =5~
p*+3p+2
Odpovidajici diferencialni rovnice zapsand pomoci operatoru p :
Py +3py + 2y = p*x + 2pr + x

Aplikace postupné integrace:

P’y = p2m+p(3x—2y)+(2x—y)
1 1
py = pr+Br—2y)+-2z-y), wi=-(2z-y)
p p
1 1
y = x+5(3m—2y+w1), w2:2—7(3x—2y+w1)
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Vysledna soustava proto bude:

1
w, = —(2z-—y
1 p( )
1
wy = 5(355 — 2y +w1)
Yy = T+uws

Uvedeny postup je pouzitelny i pro m < n. V takovém pripadé vSak lze postupovat i tak,
ze aplikujeme postupnou integraci do okamziku, kdy odstranime vSechny derivace vstupni
veli¢iny x a dal pouzijeme substituci, ktera je zakladem tzv. metody sniZovdni ridu derivace.
Vychazi ze vztahu:

- 1 .
Py =-('y) (3.15)
p
Jestlize jsme postupnou integraci dostali posledni rovnici ve tvaru
pnimy = W, (316)
budou mit dalsi rovnice tvar:
1
Wm41 = E(U}m)
1
Wm+2 = 5(wm+1)
Wy = 2_) (wn—l)

Blokové schéma pro metodu snizovani fadu derivace aplikovanou na rovnici tvaru
Y @) + a1y E) + o+ ary (8) + ay(t) = box(t)

s pocateénimi podminkami /(%) (0) = yio proi =0,1,...,n — 1 je na obr. ?7.

Vyznamnou vlastnosti metody snizovani fadu derivace je, ze stavové veli¢iny jsou totozné
s tzv. fazovymi velidinami, které odpovidaji derivacim vystupu y. Z rovnic (3.17) plyne, Ze
wy—1 odpovidd prvé derivaci y, w,_o druhé az w,, (n — m)-té derivaci. Skuteénost, Ze
fazové a stavové veli¢iny jsou totozné, ma znacné vyhody. Patfi mezi né znalost prubéhi
derivaci, které nas casto také zajimaji, navic odpadaji problémy pfi nenulovych pocatecnich
podminkéach, jak uvidime pozdéji.

V piipadé, ze diferencialni rovnice (3.3) nemd derivace na pravé strané, je nejjednodussi
prevod na soustavu diferencidlnich rovnic 1. fddu pravé pouzitim metody snizovani fadu
derivace.

b) Metoda sniZovani ¥adu derivace se zavedenim pomocné proménné

Vidéli jsme, Zze metoda snizovani fadu derivace pouziva pro pfevod na soustavu rovnic 1.
fadu velmi jednoduchou substituci. Je vSak pouzitelnd pouze za situace, kdy neni v rovnici
derivace vstupni veli¢iny. V obecném piipadé ji musime kombinovat s dalsi substituci. Uva-
Zujme popis systému ve tvaru prenosu (3.4). Vyjadiuje vztah mezi obrazy vystupu a vstupu
v Laplaceové transformaci:

F(p) = L2 (3.18)
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Zavedeme-li pomocnou proménnou z tak, ze plati

Fp) = Y2 20 (3.19)

z(p) z(p

=

miizeme pienos (3.4) rozepsat na dva pfenosy:

1
2p) . (3.20)
z(p) P+ an—1p" Tt + o+ ag
M = byp" F b1 p™ Dy (3.21)
z(p)
Pfenos (3.20) odpovid4 diferencidlni rovnici, jejiz zépis v operatorovém tvaru je
Pz A 1p" e tagz =2 (3.22)

Protoze jde o diferencidlni rovnici bez derivaci nezavisle proménné, rozlozime ji snadno na
n diferencialnich rovnic 1. fadu metodou snizovani fadu derivace:

Wy, = Pz=2—an_1p" ‘1z —...—apz
_ 1
Wn—-1 = pn 2= —Wn
1
wy = z= Ewl (3.23)

Hodnota vystupu y je potom podle (3.21) uréena algebraickou rovnici

Yy = bmwm + bm_lwm_l + ...+ bo’LUO (324)
Diferencidlni rovnice (3.23) a algebraicka rovnice (3.24) jiz piedstavuji tvar podle kap. 2.11.35.
Odpovidajici blokové schéma pro predpoklad m = n je na obr. 77.
Poznamka:

V soustavé (3.23) jsme volili sestupnou indexaci stavovych proménnych, aby hodnota indexu
odpovidala fadu derivace, ktery predstavuje. Proménna w, ve skutecnosti neni stavovou
proménnou, protoze neni fesenim diferencidlni, nybrz algebraické rovnice. Zavedli jsme ji
pro zjednoduseni zapisu.

Pro ilustraci vyfesime metodou snizovani fadu derivace se zavedenim pomocné proménné
priklad, ktery jsme resili metodou postupné integrace. Pfenos mél tvar:
2
P +2p+1
F(p) ==
p* +3p+2

Zavedeme pomocnou proménnou z, pro kterou resime rovnici:

p22 +3pz+2z = =z
wy = T —3wp — 2wy
1
wy = - (w2
p )
1
wy = ]_?(wl) (325)
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Dosazenim za p?z = ws, pz = w; a z = wy dostavame pro vystup:
Yy = ws + 2w + wo

Tyto dvé metody jsou obecné pouzitelné pro nahradu obycejné linearni diferencialni rovnice
s konstantnimi koeficienty na soustavu n diferencialnich rovnic 1. fadu. Existuji vSak i dalsi
metody, z nichz nékteré lze nalézt v [6].

Dosud jsme se blize nezabyvali otdzkou pocate¢nich hodnot. Systém, popsany diferenci-
alni rovnici n-tého fadu, ma pro hledané feSeni zadano n pocatecnich hodnot pro vystupni
veli¢inu a jeji derivace po fad n — 1. Pocatecni podminky pfedstavuji po¢ateéni podminky
pro fazové veli¢iny. Pokud pfi pfevodu na soustavu rovnic prvniho fadu pouzijeme stavové
proménné, které nejsou totozné s fazovymi, musime mezi nimi najit vztah, abychom byli
schopni uré¢it pocateéni hodnoty stavovych proménnych, jak je zfejmé z blokovych schémat
na obr. 7?7 a 77. Tato problematika vSak prekracuje ramec skript. Nékteré pfevodni vztahy
lze nalézt v [6].

P1i Gpravé abstraktniho modelu linearniho stacionarniho systému bychom méli dodrzovat
tyto zasady:

e Neobsahuje-li diferencialni rovnice derivace vstupni veli¢iny, pouzijeme metodu snizo-
vani fadu derivace.

e V opac¢ném piipadé zavedeme pomocnou proménnou nebo pouzijeme metodu postupné
integrace. Pfi nenulovych pocateénich podminkach je nutno nalézt vztah mezi stavo-
vymi a fazovymi veli¢inami pro nastaveni pocatecnich podminek.

3.2.2 Modelovani nestacionarnich a nelinearnich systému
Nestacionarni systémy jsou popsany diferencialnimi rovnicemi s ¢asové proménnymi koefici-
enty. Pokud jde o rovnici bez derivaci vstupni veli¢iny, mizeme beze zmén pouzivat metodu
snizovani fadu derivace.

Uvazujme systém popsany diferencialni rovnici

d’y  ldy

—_— + - =0 3.26

az " ia Y (8.26)
s pocateénimi podminkami y(0.02) = 0.99, 3’(0) = —0.01.

Rovnici prepiSeme pouzitim operatoru p a vyfesime metodou snizovani fadu derivace:

, 1
py+;py+y=0

1 1
w1 = ];(—Zwl - y)
1
y= ;(wl) (3.27)

Pokud je systém popsan rovnici s derivacemi vstupni veli¢iny, nelze pouzit metodu postupné
integrace ani snizovani fadu derivace v té podobé, jak jsme si je uvadéli. Divodem je sku-
te¢nost, ze zalezi na poradi operaci nidsobeni a integrace, resp. derivovani. Obecné plati

dy(t) , d

o)) # 2 (altyy(®)).
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V takovych pripadech se pro prevod na soustavu diferencidlnich rovnic 1. fadu pouzivaji
specialni metody, které lze povazovat za zobecnéné metody postupné integrace a snizovani
fadu derivace. Jsou uvedeny napr. v [7].

Podobné situace jako u nestacionarnich systémt je i u nelinedrnich systému. Na rozdil od
modelovani na analogovych pocitacich ma simulace na ¢islicovém pocitaci obrovskou vyhodu
v tom, zZe necini problémy modelovat nelinearni zavislosti vyjadfené analyticky nebo vhodné
aproximovatelné.

Uvazujme nas jednoduchy elektricky obvod z obr. ??7 s tim, ze indukénosti civek L; a
L5 nebudeme povazovat za konstantni, nybrz za zavislé na protékajicim proudu. Abstraktni
model by mél tvar

. 4 N , , dLy (i) . N
u=Riiy + Riiz + (L1(@)i1) = Ryiy + Ryia + ( dlz( )21 + Ll(l)) d_tl
d dLs(i di
w = Ryi; + Ryio + Raio + % (LQ(’L)ZQ) = Ryi1 + Ryiio + Rois + ( ;Z(Z) 19 + LZ('L)) ﬁ
ur = Ryiy (3.28)
a po uprave
% n Ry i+ Ry ip = u
@ (B0 L) (Ba+ne) (B0 00)
diy N Ry i+ Ry + Ry iy = u
dt (%}i)iz + Lg(i)) (%i(i)ig + Lz(i)) (%}i)iz + Lz(i))
up = Ryiy (3.29)

Je zfejmé, Ze pri prepisu do vektorovych rovnic nedostaneme linedrni maticovy operator, jde
proto o systém nelinearni. Pokud bychom aproximovali derivaci indukénosti podle proudu
vhodnym vztahem, dostaneme soustavu nelinearnich diferencidlnich rovnic 1. fadu.

Pokud je systém popsan nelinearni diferencialni rovnici vyssiho radu bez derivaci vstupni
veli¢iny, provedeme pfevod na soustavu 1. fddu metodou snizovani radu derivace.

V nékterych pripadech lze u nelinedrnich systémti s vyhodou vyuzit dekompozice na
linearni a nelinearni ¢ast. Pfikladem jsou systémy simulované v teorii fizeni. Uvazujme
jednoduchy regulacni obvod podle obr. 77.

Fi(p) a F5(p) znadi prenosy linedrnich ¢4sti vyjadiené v Laplaceové transformaci a N
znac¢i néjakou nelinearitu. Nalezeni analytického vyjadieni vztahu mezi vystupem y a vstu-
pem z by mohlo byt zna¢né obtizné, navic vysledna diferencidlni rovnice by byla nelinearni.
Podstatné jednodussi je vyuzit dekompozice a upravovat samostatné rovnice pro prenos Fj
a F5. K modelovani nelinearit byvaji simula¢ni systémy zpravidla vybaveny odpovidajicimi
prostiedky. V nasem ptikladé by byl vychozi tvar matematického modelu:

e = xT—y
aqlp)
o 0
g2 = N(gl)
ylp)
) = Fy(p) (3.30)
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3.2.3 Reseni soustav diferenciilnich rovnic

Abstraktni matematicky model systému popsaného soustavou diferencialnich rovnic vyssiho
fadu budeme upravovat pouzitim diive uvedenych metod. Postup ukazeme na soustavé

P*y1 + a1pyr + aoyr + bap*yo + bipys + boya = koz

cop’y1 + cipyr + coyf PPy2 + dipys + doy2 = 0 (3.31)

s pocatecnimi podminkami y1(0) = y10, ¥2(0) = Y20, ¥1(0) = y10, ¥5(0) = y0-
K tpravé pouzijeme metodu snizovani fadu derivace tak, Ze prvou rovnici feSime pro pro-
ménnou ¥y; a druhou pro ys. Obdrzime soustavu

wy = pPy; = koz — aywy — apyr — bava — b1vy — boya (3.32)
1
wy = pYyir = w2
p
1
y1 = —w
p
vy = PPy = —cowsy — crwy — coyr — dyvr — doya (3.33)
1
U1 = DPYz2 = V2
p
1
Yy = —-un
p

Blokové schéma je na obr. 77. Pfi feSeni soustav diferencialnich rovnic mtize dojit k vytvotreni
tzv. algebraickych nebo také rychlych smycek. Takova situace nastala i v nasem ptikladé
u blokt pro rovnice (3.32) a (3.33) smycka je v obrazku zvyraznéna. Jde o smycku,
ktera neobsahuje zadny blok realizujici integraci. Algebraické smycky vyzaduji pii vystavbeé
simula¢niho modelu urcité osetfeni. Blize si této problematiky vSimneme v kap. 3.5.

3.2.4 Systémy popsané parcialnimi diferencialnimi rovnicemi

Nékteré spojité systémy nelze popsat obycejnymi diferencidlnimi rovnicemi, nybrz je nutno
pouzit parcidlni diferencidlni rovnice. Také tyto rovnice vSak potfebujeme pro feseni na
pocitaci upravit do tvaru soustavy z kap. 2.11.3. PredevSim je potfeba nahradit parcidlni
diferencidlni rovnici rovnicemi oby¢ejnymi. K tomu se pouzivd metoda primek, jejiz princip
spoCiva v tom, Ze jedna nezavisle proménné je chidpana jako spojitd, zatimco ostatni jsou
diskretizovany. Parcidlni derivace podle spojité proménné tak piejde v bodech konstantnich
hodnot ostatnich proménnych v obycejnou derivaci a derivace podle ostatnich proménnych
jsou nahrazeny diferenénimi vztahy. Metody pfimek se déli podle toho, kterd z nezavisle
proménnych zstava spojitd. UkdZeme si pouziti metody DSCT (Discrete Space Continuous
Time).

Uvazujme vlnovou parcidlni diferencidlni rovnici popisujici kmitajici strunu upevnénou
na obou koncich podle obr. ?7?. Predpokladejme, Ze sledujeme vychylku struny pouze ve
smeéru osy y. Rovnice ma tvar

0%y 0%y
s po¢atecnimi podminkami y(z,0) = —t2? + 1z a ¢/(2,0) = 0 a okrajovymi podminkami

y(0,t) = y(I,t) = 0 — struna je na koncich upevnéna.
V rovnici vystupuji dvé nezdvisle proménné — &as a souradnice x. Cas ponechdme spojity
a prostorovou soufadnici x diskretizujeme tak, ze budeme hledat feseni pouze v n+1 bodech
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intervalu (0, 1), jak je naznaceno na obr. ??. Tyto body interval rovnomérné rozdéli, p¥i¢emz
vzdalenost dvojice bodii ve sméru osy x bude Az. Vysledkem Feseni budou ¢asové priubéhy
vychylky y v bodech z; pro i = 0,1, ..., n. Zavedeme si oznaceni y(x;) = y; proi =0, 1,...,n.
V bodech z; je jiz soutadnice = konstantni, proto mizeme parcidlni derivaci podle casu
nahradit obycejnou derivaci podle Casu a parcialni derivaci podle x nahradime vhodnym
diferen¢nim vztahem, napf.

Py | vy — 2+

e — v (3.35)

Vztah (3.35) lze ziskat z Taylorova rozvoje funkce y v bodech z; + Az a z; — Az. Po
dosazeni do rovnice (3.34) obdrZime soustavu obyéejnych diferencidlnich rovnic 2. fadu

d?y; _a
dt2  Ax?

proi=1,...n—1,yo =0, y, = 0 (okrajové podminky) s poc¢ate¢nimi podminkami y;(0) =
—l%x% + %xi proi=1,...,n — 1.

Tuto soustavu jiz umime upravit metodou postupné integrace na soustavu 1. fadu.
Upravu, pipadné nakresleni blokového schématu jiz nechdvime na ¢tenafi.

(Yit1 — 2y +yi-1) (3.36)

3.3 Spojité simulacni jazyky

Jiz v roce 1955 byl na pocitaci IBM 701 realizovan program, jenz zde imitoval funkci analo-
gového pocitace. Po svém autorovi byl nazvan SELFRIDGE. Od sedesatych let pak vznikala
fada podobnych simula¢nich systému, v nichZ se modely zapisovaly formou zakédovaného
analogového schématu — propojenim standardnich funkénich bloki. V pozdéjsich spojitych
simulac¢nich systémech se stava jejich podmnozinou néktery z obecnych programovacich ja-
zyk, nejcastéji FORTRAN. Na rozdil od simulatori analogového pocitace je soubor stan-
dardnich funkénich blokt rozsiten o logické operace, generatory nahodnych ¢isel a prostiedky
pro vytvareni novych funkénich blokl. Z této tiidy simula¢nich jazykd jsou nejzndméjsi: sys-
tém MIMIC (1965), vytvofeny na pocitaci IBM 7090 a 7094, vyvojova fada systémt DSL
(Digital Simulation Language), zvlasté DSL 10 (1965) na IBM 7010, vyvojova fada sys-
témt CSMP (Continuous System Modeling Program), nejrozsifendgjsi CSMP 360 (1967) na
pocitac¢ich IBM 360 a CSMP 1130 na pocitac¢ich IBM 1130.

Ve vyvoji spojitych simulac¢nich jazykt zaujimé dalezité misto jazyk CSSL (Continuous
System Simulation Language), jehoZ definice zahrnula pfesna syntaktickd pravidla pro zapis
simula¢niho programu (v BNF) a sémantickou ¢ast, odrazejici moderni trendy, které se ve
vyvoji spojitych simulac¢nich jazykt objevily.

Také u nas byla od konce Sedesatych let vytvorena fada spojitych simula¢nich jazykd od
simulatort analogového pocitace az po jazyky srovnatelné se svétovym standardem.

V posledni dobé je vénovana pozornost spojitym simula¢nim jazyktim, implementovanym
na osobnich poéitac¢ich t¥idy IBM PC XT/AT. Zde patii k nejzajimavéjsim systémim ACSL
(Advanced Continuous Simulation Language), jenz byl piivodné implementovan na stfedis-
kovych pocitacich a od r. 1986 je k dispozici i na osobnich pocitacich. Dalsim dilezitym
systémem je Enhanced DESIRE, jehoZ autorem je prof. Korn z univerzity v Arizoné, jeden
z prednich svétovych odbornikl ve spojité simulaci.V téchto systémech se objevuji nové pii-
stupy, umoznujici programovat slozité modely, efektivné planovat simulacni experimenty a
damyslné pouzivat nejriznéjsi metody numerické integrace.

Piistupy modernich spojitych simulacnich jazykt ukazeme v téchto skriptech prostred-
nictvim simula¢ni knihovny SIMLIB v jazyce C++.
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3.4 Numerické metody pro fFeseni spojitych systému

P1i vytvareni modelt spojitych systémti na pocitaci se muzeme setkat s vétsinou nume-
rickych metod, které tvoti zédkladni kurz numerické matamatiky. Ponévadz je abstraktnim
modelem spojitého systému soustava diferencidlnich a algebraickych rovnic, setkdme se vzdy
s numerickymi metodami pro jejich feSeni. Proto jsou tyto metody také soucasti spojitych
simulac¢nich systémui.

Pro fesSeni algebraickych a transcendentnich rovnic je v simulac¢nim jazyce zpravidla po-
stacujici jedinad metoda, nejcastéji metoda Newtonova nebo iteracni. Se zdkladnimi numeric-
kymi metodami pro feseni algebraickych a transcendentnich rovnic jsme se v dostateéném
rozsahu seznamili v predmétu numerické metody a matematickd statistika, proto se zde
nebudeme k témto metoddm samostatné vracet. Na druhé strané vSak rtiznorodost mode-
lovanych systému vyzaduje, aby byl spojity simula¢ni jazyk vybaven fadou univerzalnich i
specialnich metod pro numerickou integraci. Kvalifikované vyuzivani moderniho spojitého
simula¢niho jazyka zahrnuje proto také vybér vhodné numerické metody feSeni diferencial-
nich rovnic a vyzaduje hlubsi znalost téchto metod [14].

V této kapitole budeme diskutovat a srovnavat ty numerické metody, které jsou obvykle
v simulac¢nich jazycich zaclenény a zaméiime se na ty aspekty, jez nemusi byt vyznamné
pfi jednorazovém pouziti metody, ale v ramci komplikovanych simula¢nich vypoc¢t v simu-
la¢nim jazyce podstatné ovliviiuji efektivnost simulace. Sezndmime se také s metodami pro
feSeni diferencialnich rovnic se zna¢nym rozptylem ¢asovych konstant.

3.4.1 Zakladni pojmy

Zabyvejme se soustavou m obyc¢ejnych diferencialnich rovnic

yi(t) = fl(tvyla-“aym)
yl2(t) = f2(t>y17~-7ym)
y;n(t) = fm(t,yh---,ym)
s pocateénimi podminkami
1
vi(to) = Yo
y2(to) = ug
Ym(to) = yo'

Soustavu diferencialnich rovnic budeme zkracené zapisovat ve tvaru
y' = f(t,y) (3.37)

y(to) = ¥o (3.38)
kde y, v, yo, f znaci m-rozmérné vektory.
Predpokladejme, Ze jsou splnény podminky existence a jednoznacnosti feSeni v m + 1-
rozmérném oboru
M=IxD

kde I je interval redlnych cisel a D je oteviena oblast m-rozmérného euklidovského prostoru
E™ o soutadnicich y1, ..., Ym.
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Numerickym Fesenim soustavy (3.37), (3.38) rozumime posloupnost y; hodnot

y(to),y(t1), - y(tr)
které odpovidaji hodnotam ¢;,7i = 0,1, ..., k nezévisle proménné ¢ v intervalu (¢o,tx). Vyraz
tix1—ti=h

je integracéni krok; hodnoty y(t;) numerického FeSeni budeme znacit y; na rozdil od hodnot
exaktniho teseni Y; = Y (t;).

Cilem numerickych metod feSeni diferencidlnich rovnic je nalezeni numerického reseni
soustavy (3.36), (3.37).

Ma4-li byt numerickd metoda pouZzitelnd, je nutné, aby posloupnost {y; } konvergovala pro
h — 0k exaktnimu FeSeni Y (). Konvergenci zde rozumime existenci limity posloupnosti {y; }
pro h — 0, i — oo, ale i.h = t zlistava pevné.

Rozlisujeme dva zakladni typy metod numerického feseni soustavy diferencidlnich rovnic
(3.37), (3.38):

1. Metody, kde hodnoty funkce f(¢,y) se poéitaji jen v bodech [t;,y;], (kde y; je hodnota
numerického FeSeni v bodé t = t;), jsou zastoupeny vicekrokovymi metodami.

2. Metody, kde se hodnoty funkce f(¢,y) pocitaji i mezi jednotlivimi body [¢;,y:]. Jsou
zastoupeny jednokrokovymi metodami — metody typu Runge-Kutta.

Poznamka:

Oba typy metod pouzivaji pouze prvni derivace feSeni y. Existuji metody, které pouzivaji
i vys8ich derivaci. Hodnotu prvni derivace obdrzime prostym dosazenim [t;,y;] do (3.37).
Vyssi derivace vSak nelze jednoduchym zptisobem ziskat, nebot predpokladame, Ze funkce
f(t,y) neni obecné analyticky vyjadiena.

V obou pfipadech je posloupnost hodnot {y;} vysledkem postupné extrapolace, pFicemz
jiz samotné vychozi body jsou zatiZzeny lokalni chybou E (location error).

Lokdlni chyba — chyba jednoho kroku F

E=FET+ER
kde

ET je chyba metody (tj. chyba zanedbévaci — truncation error), zpiisoben4 respektovanim
pouze kone¢ného poctu ¢lenti Taylorova rozvoje,

ER je chyba zaokrouhlovaci (rounding error), je ddna omezenou délkou slova v poéitadi.

Velikost chyby zanedbévaci byva casto udavana fadové v porovnani s mocninou kroku inte-
grace h. Vyrazem o(h') oznacujeme, 7e chyba ET je fadu h na i-tou (z angli¢tiny order =
fad).

Chyba jednoho kroku vsak ovliviiuje také vysledky krokt nasledujicich — tento jev se
studuje obvykle pod hlavickou stability.

Metoda se nazyvé absolutné stabilni pro dany krok h a danou diferencialni rovnici, jestlize
chyba vznikla pfi vypoctu y,, se nezvetsi v nasledujicich hodnotach feseni yi, k > n.

K vySetfovani absolutni stability se pouZiva ”testovaci rovnice” 3y’ = Ay, A =konstanta.
Mnozinu hodnot & = A\, pro néZ je metoda absolutng stabilni, nazjvame oborem absolutni
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stability. (Poznamenejme, ze A\ mize byt i komplexni ¢islo a pak jde o obor rovinny.) Je
mozné najit témér tolik definici stability, kolik je praci o metodach numerické integrace.

Nepresnost vysledku po n krocich je charakterizovana akumulovanou chybou. Akumulo-
vand chyba po n krocich je definovana vyrazem

€n = Yn — Yn.

Zhodnoceni metod provedeme z hlediska téchto kritérii:

1.
2.
3.
4.
9.

Presnosti metody — chyba lokalni a prostfedky jejiho vyhodnoceni.
Stability metody.

Casové narocnosti — spotfeby strojového &asu.

Néaroku na pamét pocitade.

Vyuzitelnosti.

Poradi kritérii nemusi odpovidat jejich dilezitosti, napf. nékdy muze byt pozadovana
velka rychlost i za cenu mensi presnosti metody.

Mame k dispozici dvé kvalitativné odlisné skupiny metod, které maji své specifické vyhody
i nevyhody.

3.4.2 Zakladni problémy implementace metody

Pod pojmem implementace metody rozumime nejen implementaci jejiho aproximacéniho
vzorce, ale také nékterych dalsich algoritmii, napt. algoritmu vybéru délky pristiho inte-
gracniho kroku, rozhodovaciho kritéria, apod. Implementovand metoda je tedy kompletnim
programem, ktery ma tyto casti:

1.

Aprozimacni vzorec, jenz tvori prostfedky metody pro vypocet numerického feseni v
bodé€ t,,+1 v zavislosti na integra¢nim kroku h a predchozich aproximacich.

. Odhad lokdlni chyby, na ktery navazuje rozhodovaci kritérium. Casto se pouziva od-

hadu lokalni chyby podle Richardsona, ktery spoc¢iva v porovnani feSeni a krokem h a
2h.

Rozhodovaci kritérium, jehoz prostfednictvim se rozhoduje, zda se feseni pfijme, nebo
zda se bude integracni krok opakovat. Rozhodovaci kritérium mize byt zalozeno napft.
na podmince:

3
lodhad lokalni chyby| < Zh

. Strategie volby integracniho kroku h, jez predstavuje zpusob vybéru velikosti pristiho

integracniho kroku v zavislosti na vysledcich rozhodovaciho kritteria. Velmi ¢asto pou-
zivanou strategii je pileni a dvojnasobeni integra¢niho kroku. Musime vsak zabezpecit,
aby nevznikly oscilace velikosti kroku typu ...h, 2h, h, 2h... Dalsi aspekty, které byvaji
v implementované metodé zahrnuty, jsou uvedeny podrobné dale.

Ve specidlnim pripadé tato definice zahrnuje i metody, pracujici s pevnym krokem in-
tegrace. V tomto pfipadé jde o trividlni strategii vybéru (krok se neméni) a rozhodovaci
kritérium pfijme kazdé Teseni.

Rozebereme nyni podrobnéji body 2 — 4:
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Odhad lokalni chyby

V tvodu jsme definovali lokalni chybu jako soucet chyby zanedbavaci a chyby zaokrouhlovaci
E=FET+ER

P1i odhadech lokalni chyby se vétsinou omezujeme na odhad chyby zanedbévaci. Toto ome-
zeni je vzhledem k délkdm paméfového slova existujicich pocitacii a vzhledem k moznosti
pocitani v dvojnasobné aritmetice opravnéné. Pokusy kompenzovat zaokrouhlovaci chyby,
jak je tomu napf. v Gillové modifikaci metody Runge-Kutta, jsou fidkym zjevem.

Metody prediktor-korektor pouzivaji k odhadu lokalni chyby vztahu

F=K ‘pn_»'_l — Cn+1| (339)

Pokud slouzi odhad velikosti chyby pouze pro fizeni délky integracniho kroku, nikoliv k
opravé numerické aproximace, voli se bézné K = 1.

U metod jednokrokovych je situace s odhadem lokalni chyby ponékud horsi. S vyjimkou
Mersonovy modifikace metod Runge-Kutta, kterd obsahuje pfedpis pro vypocet odhadu
odhadu 1ze samozfejmé pouzit i u metod vicekrokovych.)

Tyto zptisoby odhadu chyby postihuji, jak jiz bylo feceno, chybu zanedbavaci. V ptipadé,
ze bychom volili extrémné maly krok, mohla by zaokrouhlovaci chyba prevysit chybu zane-
dbéavaci. Takova situace vsak muze vzniknout jen tehdy, jestlize vzhledem k Ffadu metody
zadame prilis vysokou pfesnost.

Rozhodovaci kritérium

Pro rozhodovaci kritérium je obtizné vytvorit obecny pfedpis. V podstaté se jedné o sesta-
veni algoritmu, ktery rozhoduje o tom, zda se FeSeni pfijme, nebo se bude feseni opakovat
a soucasné rozhodne, jakym zpiisobem se bude opakovat. Jadrem tohoto algoritmu je pod-
minka, kladena na velikost lokalni chyby.

Pfi feSeni soustav diferencidlnich rovnic ocenujeme lokalni chybu normou vektoru FE.
Prakticky se pouziva dvou vektorovych norem:

|E|| = max |Ej|, j=1,2,...m (3.40)
1Bl = CjlE;l, C;>0 (3.41)
j=1

kde m je pocet rovnic soustavy.

(Druhy vzorec je vhodny v pfipadé, Ze chceme zvyraznit vliv nékterych slozek chyby. Plati-li
m

>~ C; =1, nazyvame C; vahové koeficienty.)
j=1
Pro ilustraci uvedme ¢asto pouzivany tvar jednoduchého rozhodovaciho kritéria:

a) Jsou dany dvé konstanty mq,ms. (Obecné by to mohly byt funkce zdvislé na velikosti
kroku h.) Necht my < ma.

b) Je-li my < ||E||, feSeni se nepfijme. Integracéni krok se opakuje s mensim krokem h.
c) Je-li my < ||E|| < ma, feseni se pfijme a vypocet pokraduje s nezménénym krokem.

d) Je-li [|E|| < my, TeSeni se pfijme a je mozno zvétsit krok h.
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Strategie vybéru integra¢niho kroku h

V této Casti vypoctu je tfeba vybrat vhodnou velikost kroku h, se kterou se bude urcovat
dalsi aproximace. Pfitom je tfeba brat v tivahu nékteré omezujici podminky; napt. béhem
vypoctu je tfeba tisknout hodnoty feSeni s konkrétni délkou intervalu tisku. Pak musime
brat ohled na tuto skute¢nost a krok ridit tak, aby se v bodech tisku aproximace skutecné
pocitaly — tj. krok integrace je shora omezen velikosti intervalu tisku.

Nejcastéjsi strategie vybéru nového integra¢niho kroku A je ptileni a dvojnasobeni. Krok A
se puli pokazdé, kdyz podle rozhodovaciho kritéria nelze spoc¢itanou aproximaci feseni poklé-
dat za dostatecné pfesnou. Na druhé strané, podminka pro malou lokalni chybu ||E|| < my
byva ziidka kdy dostateéna pro okamzité zdvojeni kroku. Snahou je nepfipustit pfili§ ¢astou
zménu kroku. V kazdém pripadé by se totiz mohlo stat, ze casova tspora, vznikla pocitanim
s delsim krokem, by mohla byt mensi, nez ztrata, kterd vznikne pfili§ ¢astou manipulaci s
krokem. (Zejména u vicekrokovych metod, kde kazdé ptileni kroku vyZzaduje nové odstar-
tovani vypoctu.) V extrémnim p¥ipadé by mohla vzniknout oscilace typu ..., h, 2h, h,2h, ...,
pri které vypocet zustava stale v témze bodé.

Témto nezddoucim piipadim se d4 zabranit jednak dostateéné velkym pomérem mo /my
mezi pro odhad lokalni chyby, jednak podminkou, Ze ke zdvojeni kroku dojde pouze tehdy,
platila-li relace ||E|| < my v k pfedchézejicich krocich po sobé.

Strategie vybéru kroku h bude dale obsahovat zpisob odvozeni pocatecniho kroku, do-
sazeni bodu tisku bez zvlastni manipulace s krokem a pozadavek nepfekroceni maximalni a
minimalni velikosti kroku.

Pro zmenseni zaokrouhlovaci chyby je u pocitact s dvojkovou aritmetikou vyhodné volit
pocatecni hodnoty h jako celd zaporné mocniny zakladu 2:

h=2"7" r=0,12.. (3.42)

tedy napf. hodnoty h = 1,0.5,0.25,0.125 atd. Mantisa takovych ¢isel ma pfi zobrazeni v
pohyblivé fadové ¢arce v normalizovaném tvaru jednicku jenom v nejvys$sim bitu, kdezto
vSechny bity napravo jsou nulové.

3.4.3 Jednokrokové metody

Sviij nézev dostaly podle toho, Ze k vypoétu hodnoty y,,+1 staci znit hodnotu y,,. (Zékladni
jednokrokovou metodou je Taylortiv rozvoj feseni y v bode€ y,,, ktery je pro nase acely zcela
nevhodny.)

Zakladem vSech Runge-Kuttovych metod je vyjadieni rozdili mezi hodnotami feseni y
v bodech t,11 a t,, ve tvaru

/4
Yni1 = Yn = > wiki (3.43)
=1
kde w; jsou konstanty a
i—1
ki = hof(tn + aih,yn + Y _bijk;), i=1,..p (3.44)
j=1

kde h = t,41 — tn & a4, by; jsou konstanty, pficemz a; = 0.
Metoda se nazyvéa p-hodnotovéa (pouziva p hodnot funkce f(t,vy)).

Konstanty w;, a;, b;; jsou spocteny tak, aby ziskané feseni souhlasilo s Taylorovym roz-
vojem v bodé [t,,y,] az do P-té mocniny kroku h véetné. Metodu pak nazyvame Runge-
Kuttovou metodou 7adu P. Lze dokazat, ze obecné plati P < p. Pro p < 4 plati P = p, tj.
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p-hodnotova metoda je metodou p-tého Ffadu. Budeme se zabyvat jen pripady P = 2,3,4,
proto nadale lze uzivat oznaceni p misto P.
Obor absolutni stability metod Runge-Kutta je urcen nerovnosti

. B2 hP
Ll gt <1 (3.45)

kde h = h, A je komplexni &islo.

Chyba Runge-Kuttovych metod

vvvvvv

metody druhého ¥adu je ET = o(h?), u metody ¢tvrtého ifadu ET = o(h®). Pro odhad
lokélni chyby nelze pouzit Milneova principu. Jednou z moznosti odhadu pfesnosti vypoctu
je dvoji vypocet s krokem h a 2h — tj. metoda polovicniho kroku. Pro odhad chyby pii kroku
2h dostaneme

@)y -y

WET = ——

(3.46)
kde )y resp. My znaéi aproximaci feseni s krokem 2h resp. h a p je fad metody. (Odhadu
(3.46) lze pouzit i pro vicekrokové metody. Z hlediska rychlosti vypoctu je pouziti vztahu
(3.46) znacénou ztratou.)

Ve snaze dosdhnout vhodného odhadu chyby byly odvozeny specidlni metody typu Runge-
Kutta. Napriklad Mersonova metoda, ktera je 4. fadu. Tento odhad vyzaduje dalsi vypocet
funkce f(¢,y). Merson ptidal k soustavé rovnic (3.43) dalsi rovnici, kterd umoziuje odhad
chyby. Odvozeny odhad je vSak sprdvny pouze pro rovnice typu 3’ = at + by + ¢; kde a, b, ¢
jsou konstanty.

Stabilita metod Runge-Kutta

Metody Runge-Kutta maji vSechny ohrani¢eny obor absolutni stability, definovany nerov-
nosti (3.45). Obor absolutni stability se zvétsuje s rostoucim fddem. Uvedme si pro nézornost
obrazek, ktery ilustruje oblasti absolutni stability metod Runge-Kutta i metod vicekroko-
vych (obr. 8.1). K¥ivky jsou zakresleny pro h = 1.

Piiklady metod typu Runge-Kutta

Pro jednoduchost ozna¢me forméalné

fn = f(tnayn)-

Metody druhého Tddu

h h
Ynt1 = Yn+h.f(tn+ 5 Un + §fn) (3.47)
h
Yn+1 = YUn + §(fn + f(tn + hayn + hfn)) (348)

Je-li f(t,y) pouze funkei ¢asu t, je metoda (3.48) lichob&Znikovym pravidlem.

7 metod trettho vddu uvedme pouze
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Re( \h)

................ Adams - explicit

Pr edi kt or - korektor

S — Runge- Kutta

Obrazek 3.1: Oblasti absolutni stability

1
Yntl = Yn+ E(kl + 4ky + k3)
ki = h-f(tnayn) (3'49)
h k1
ke = hf(tn+ =,yn+—
2 fltn + 7Y + 9 )
ks = hf(tn 4+ h,yn — k1 + 2k52)

Je-li f(t,y) pouze funkci proménné ¢, pak je uvedend metoda Simpsonovym pravidlem.

Pro metody c¢turtého fddu pouzijeme pro zvyseni piehlednosti radéji formy tabulky (tab. 3.1).
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Vztahy (3.43), (3.44) pfepiSeme na tvar:

Ynt+1 = Yn +wiks + woks + wsks + waky
ki = h.f(tn,yn)
ko = h.f(tn + agh,yn + ba1k1)
ks = h.f(tn + azh,yn + bs1k1 + bszks)
ky = h.f(tn + ash,yn + barks + bagks + bazks)

Tabulka 3.1: Odhad chyby pro metody Runge-Kutta

| | standardni | tfiosminova | Gill | Merson |

wy 1/6 1/8 1/6 1/2
wo 1/3 3/8 (1-1v2)/3 0

w3 1/3 3/8 (1+3v2)/3 | —3/2
wy 1/6 1/8 1/6 2

as 1/2 1/3 1/2 1/3
as 1/2 1/3 1/2 1/3
ay 1 1 1 1/2
bo1 1/2 1/3 1/2 1/3
ba1 0 -1/3 (vV2-1)/2 1/6
b3a 1/2 1 1-1v2 1/6
bar 0 1 0 1/8
bas 0 -1 —3V2 0

bas 1 1 1412 3/8

Vsechny formule &tvrtého fadu dévaji lokdlni chybu fadu h° a kazdé z uvedenych ma
své specifické vyhody. Napf. standardni formule umoznuje diky fadé nulovych koeficient
zjednoduseny vypocet. Casto uvadéna modifikace Gillovy formule pro potlaceni vlivu zao-
krouhlovacich chyb mé vyznam pfi kratké mantise zobrazeni ¢isel a pro béznou délku slova
nema jeji pouziti velké opodstatnéni.

Mersoniv odhad chyby pfedpoklada, ze vedle hodnoty y,,+1, ziskané dosazenim do (3.43),
(3.44) dle tab 3.1, se provede jesté zptestiujici vypocet dle vzorce

- 1 2 1
Yntl = Yn + ékl + §k4 + Ehf(tn + R, Ynt1)

a pro chybu ET pak plati

—_

ET =~ —(Yn+1 — Un+1)-

ot

Zhodnoceni metod Runge - Kutta

1. Metody Runge-Kutta nevyzaduji dodate¢nych pocatecnich hodnot, krok integrace lze
libovolné ménit a jejich pouziti na pocitaci je obecné velmi jednoduché.

2. Maji ptiblizné stejnou presnost, ¢asto jsou presnéjsi, nez metody prediktor-korektor
stejného fadu. Pres velké mnozstvi publikovanych algoritmti se u metod Runge-Kutta
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pro odhad chyby pfi proménném kroku integrace nejvice pouziva Richardsonova prin-
cipu — prepoctu feSeni s dvojnasobnym krokem, ktery vyzaduje provedeni alespon o
tfetinu vice strojovych operaci, nez je treba k vlastnimu vypoctu. Pifepocet tlohy s
dvojnasobnym krokem je ovSsem na druhé strané velmi ¢innym zptisobem kontroly
vypoctu.

3. Metody Runge-Kutta maji velky vyznam pro ziskani vychozich hodnot vicekrokovych
metod jak pfi zahajeni vypoctu, tak pfi zméné integracniho kroku vicekrokovych me-
tod. Pro TeSeni na celém intervalu jsou nékdy povazovany za méné vhodné nez metody
vicekrokové — potfebuji totiz v kazdém kroku tolik vypocta funkéni hodnoty f(t,y),
jaky je fad metody.

3.4.4 Vicekrokové metody

Tyto metody lze definovat vztahem

Ynt+1 = Z aiYn—i+h Z bivy—; (3.50)
i=0 i=—1

kde a;, b; jsou konstanty.

Vztah (3.50) nazyvame k-krokovou metodou, jestlize k vypoc¢tu hodnoty y,+1 pouzivé k
hodnot pfedchozich. Ve vztahu (3.50) je k =7 + 1.

Je zirejmé, ze téchto metod nelze pouzit k vypoctu prvého kroku, jsou tedy nesamostar-
tujici. K zahajeni feSeni je nutno prvych k hodnot spoc¢itat nékterou z metod Runge-Kutta,
nebo jinou jednokrokovou metodou.

Rikdme, Ze metoda (3.50) je fadu p, je-li pfesna pro polynomy stupné p. V tom piipadé
je nutné, aby bylo splnéno nasledujicich p + 1 podminek:

r

S (=Dfai+s > (1) =1, s=0,1,..,p (3.51)

i=1 i=—1

Splnéni vzorce (3.51) pro s = 0,1 zajistuje konzistenci metody, tj., ze metoda je pfesna pro
linearni polynomy. Vzdy vyzadujeme, aby p > 2, tj. aby metoda byla konzistentni.

V kazdé zvlastni specializaci vzorce (3.50) mohou byt nékteré z koeficienti a; nebo b;
rovny nule, ale pfedpoklddejme, Ze bud a, nebo b, neni rovno nule. Dale se nebudeme
zabyvat konstrukci jednotlivych metod, ale v§imneme si jejich zakladnich vlastnosti.

Je-li b_; = 0, pak y,41 je vyjadfeno jako linedrni kombinace zndmych (z pfedchoziho
vypoétu) hodnot y, a snadno se tedy vypoéita. Metody(3.50) pro b_; = 0 se nazyvaji
explicitni metody (také dopfedné, pifimé, prediktorového typu).

Je-li b_1 # 0, pak (3.50) je implicitni rovnici pro y,—1, protoze y;, 1 = f(tnt1,Yn+1) a
obecn§ ji lze Fesit jen itera¢nim postupem. Metody (3.50) s b_; # 0 se nazyvaji implicitni
metody (také iteracni, nepiimé, korektorového typu).

Z velkého mnozstvi vicekrokovych metod uvedme nékteré ve tvaru tabulky — tab. 3.2.

Néazvy metod nejsou podstatné, byva vSak zvykem odvolavat se na jednotlivé metody
jménem, aniz by pfesné znéni formule bylo uvedeno.

Formule 7. — 10. pfedstavuji zndmé Adamsovy prediktory (nékdy také Adams-Bashforthovy
formule), 15. — 18. Adamsovy korektory. Prostfednictvim fddu p a konstanty ve sloupci C
lze snadno nalézt vyraz pro odhad chyby metody:

ET ~ ChPPYY P (g) €€ (ty,thir). (3.52)
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Tabulka 3.2: Vicekrokové metody

¢islo apg| a1 |az | as(aq|as b,1 b() bl b2 bg b4 rad| C |nézev

1.(170(010(0(0]0 | 1 0 0(0]0]1 % Eulerova metoda

2. 10 0[0f0[0]|0 0 | 0] 0 ]0]2] % Mineho 2. fadu,
Nyrstromova

3.0l o0f1/ofofojo| 3] 2 o |O|O|2]2

4. (olojof1|ojojo|[ & | 3|5 ]0|0]4]1i Minecho prediktor

5 00/ 0[0|0f1/0]0 |22 | 2 |2 |2[0]4]|2

6. |0J 0 Jojojof1]|0 || 2|8 =23 ¢ 1

7010 ]0[0f0j0[O| 3| 2 ]0|0|0]2]: |Adams

8. [1]ofofofoflolo|[2]|=5]2]0/ 03|32 |Bashforthovy

9. [1]ofofofololo| 32|22 |355]|52]0]4]|2; prediktory

10.[1]0fofofofo| o0 |20 =220 55 55 5 | o

1.joj o |1]ojojojo 2] P2 [ B |20 4]|28

12./0[ 1 |ojojojojo| 5] 2|2 |5][0]4|2

B[22 [ 2]0]0jofo0 |2 |80 280|422

14.1-9] 9 |[1]0]0j0[ 0|6 ] 6 |0 |0]|0]4]

15./1]{0(0[0f0jO| 221 0 | 0| O0/|0]|2]|3Lichobéznikové
pravidlo

16. |10 [0[0|0(0| |5 | 000|355 |Adamsovy korekto-
ry

17010 [0[0|0|0|2| 29| 52| L]|0|0]3]|z2

18. 1| 0 [0]0|0]0 235|850 |=204 1106310 |5 |3

19./0[ 1 [{0][0]0][0| 3| 3| 5 | 0] 0]0]4]5 Milneho korektor

20.%%;—%000%%080004%

33 ; 8 i 8 8 8 23—7 237 2 8 g 8 jll zﬁ)Hammin" korek-

|8 8 3 | 4 8 20 guv xore
tor

23. |21 ojofo[ ] 2200 4 |5t

24. [ 2|2 [Z|ofofol 2] 2] 2 10([0]0 o

25,110 |0]j0]j0OfO] 1] O 0 0 001 %1 Implicitni Eulerova
metoda

26. |55 |0/0(0f0/ 2|0 ] 0 | 0|0 |O0]|2)|=2|Curtiss

27. [Bl Z2[2]ofojlo][&[ 0] 0 | 0| 00| 3|+ |Hirschfelder

28. |25 |z |0]o[2Z2] 0| 0 [0 |0|0]4]=

Pri praktickém pouziti urcité metody vznika otézka, jak vhodné volit krok h, abychom
ziskali co nejvétsi presnost. Na tuto otdzku nelze dat uspokojivou odpovéd. Castecné je tento
problém fesen absolutni stabilitou metody.

V tab. 8.3 jsou uvedeny obory absolutni stability nékterych formuli z tab. 3.2.

Obory absolutni stability Adamsovych prediktori (metody ¢. 1, 7, 8, 9) a metod prediktor-
korektor jsou znazornény na obr. 77.
Lichobéznikovd metoda (€.15) mé obor stability (pfi komplexnim A) celou polorovinu
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Tabulka 3.3: Obory absolutni stability

formule ¢islo 1 7 8 9 15 16
obor stability | (—=2,0) | (—=1,0) | (=0.556,0) | (—=0.3,0) | (—o0,0) | (—1.8,0)

Re) < 0. Takové metody nazyvame A-stabilni. (A-stabilita metody je pozadovéna pii FeSeni
tzv. tuhych soustav — viz. déle.)

Milneho korektor (¢. 19) neni stabilni v pfipadé 9f/dy < 0. Proto nelze metodu dopo-
rucit, pokud neni pfedem znamo, Ze derivace df /0y je kladna. (Poznamenejme, Ze pro fad
p > 3 je nutno k vydisleni oblasti stability fesit charakteristickou rovnici p-tého fadu.)

Je zfejmé, ze implicitni metody jsou pracnéjsi, nez explicitni (vétsi spotieba strojového
Gasu pro stejny integracéni krok). Na druhé strané jsou vSak presnéjsi a maji lepsi vlastnosti
pokud se tyka stability (viz obr. 77?).

Kombinaci explicitnich a implicitnich metod dostdvdme metody prediktor-korektor. Pro
prvni vypocet (predikci) g | se uzije formule explicitni a uréime derivaci y}, 1 = f(tni1, 5 11)-
Implicitni formuli pak feSeni zptesiiujeme, korigujeme — spocteme y< 1. Dvojice metod se
voli obvykle tek, aby mély stejny rad.

U metod prediktor-korektor vyzadujeme, aby zvoleny prediktor mél malou lokalni chybu
a necitlivost na zaokrouhleni, U korektoru pak vyZzadujeme co nejvétsi oblast stability (ne-
bot ta urcuje stabilitu celé metody) pfi zachovani co nejmensi lokdlni chyby. Navic je zde
pozadavek na dobrou konvergenci iteraci, pfi kterych opakujeme vypocet korektoru tak
dlouho, pokud nedosdhneme pozadované vlastnosti. (Konvergence je zaruc¢ena za predpo-
kladu |b_1hL| < 1, kde L je Lipschitzova konstanta funkce f(¢,y). P¥ikladem je Milneho
metoda 4. 7ddu, kterd pouziva prediktoru ¢. 4 a korektoru ¢. 19 z tab. 3.2. a Hammingova
metoda 4. 7ddu, kterd pouziva prediktoru ¢.4 a korektoru ¢. 22 z tab. 3.2.

Milneho metoda je pfesnéjsi, ale je nestabilni pro 9f/0y < 0. Hammingova metoda
je sice méné piesnd, ale stabilni pro 0f/dy kladné i zaporné (oblast stability korektoru
hof /oy € (—8/3,0).)

Nezbytnost iteracnich vypoc¢tti u metod prediktor-korektor zptisobuje znacné zvyseni spo-
tfeby strojového ¢asu. Tento nedostatek odstratiuje metoda prediktor-modifikator-korektor.

Za predpokladu, ze prediktor a korektor maji fadové stejnou chybu ET, mizeme nalézt
funkce ¢1(pn — Cy) resp. @2(Pnt1 — Cnt1), kde pr — Cy je rozdil predikované a korigo-
vané hodnoty. Tyto funkce explicitné vyjadiuji odhad chyby ET prediktoru resp. korektoru.
Vzorec

Mp+1 = Pnt1 + (Pl(pn - Cn)

opravujici predikovanou hodnotu feseni se nazyva modifikator. Korektorem vypocitana apro-
ximace je potom opravena hodnotou ps(p,t+1 — Cpy1), takze vyslednd aproximace je déna
vztahem

Ynt1 = Cnt1 + @2(Dny1 — Crg1).

Uprava tedy spociva v tom, Ze iterace jsou nahrazeny modifikaci prediktoru na zékladé zna-
losti chyby ET. Jako piiklad uvedme Hammingovu metodu prediktor-modifikdtor-korektor
4.74du, ktera pouziva prediktoru ¢. 4 a korektoru ¢. 22 z tab. 3.2:

Prediktor: p,11 = yn—3 + %h(2y:z —Yn_1+2Yp, o)
Modifikator: m, 1 = pni1 — 222(p, — Cn)

m/n-i-l = f(tn+1, Mn41) (3.53)

56



Korektor: OTH‘l = %yn - %yn—Q + %h(m{n-i-l + 2y;z - y’;b—l)

Vysledna aproximace feseni: 3,11 = Cpp1 + %(pnﬂ — Chi1)

Metody prediktor-korektor umoznuji snadny odhad lokalni chyby feseni v daném bodé
t,, prostfednictvim rozdilu (p,, — Cy,). Na kazdém kroku vy¢islujeme hodnotu funkce f(t,y)
nejvyse dvakrat, nezévisle na fadu metody. Metody prediktor-korektor jsou nesamostartujici
— tato vlastnost je zvlasté neprijemné pfi zménach integra¢niho kroku h.

3.4.5 Metody pro FeSeni tuhych (”stiff””) soustav obycejnych dife-
rencialnich rovnic

”Tuhou” soustavou diferencidlnich rovnic rozumime soustavu se zna¢né rozdilnymi ¢asovymi
konstantami, tj. soustavu se znac¢né rozdilnymi vlastnimi ¢isly Jacobiho matice soustavy
diferencialnich rovnic.

Ozna¢me J Jacobiho matici soustavy (3.37), jejiz prvky jsou 0f;/dy;, i, j = 1,...,m.
Vlastni ¢isla matice J zaviseji na case t a jejich velikost se béhem integrace méni.

Tuhd a stabilni soustava (3.37) mé tyto vlastnosti:

a) Re\; <0, j=1,...,m pro viechna t € I
b) max|Re);| > min|Re);|, j=1,...,m
J J
Zde X znadi vlastni ¢islo Jacobiho matice soustavy a Re) jeho redlnou ¢ast. Tuhost soustavy

lze charakterizovat tuhostnim pomérem max |Re);| : min|Re);|.
J j

U vétsiny numerickych metod vyzaduje stabilita metody zpravidla omezeni na integracni
krok h ve tvaru |hA| < K, kde A je maximalni vlastni ¢islo (v absolutni hodnoté) Jacobiho
matice a K je pevnd konstanta. (Napf. pro metodu Runge-Kutta ¢tvrtého fadu je K =~ 2.8,
viz obr. ??). U takovych metod pak velké hodnoty vynucuji velmi maly integra¢ni krok.

Je tedy vhodné fesit tuhé soustavy takovymi metodami, jejichz oblasti absolutni stability
je celd leva polorovina — tj. ReAh < 0. Takové metody se nazyvaji A-stabilni. Plati:

a) Explicitn{ vicekrokovd metoda nemtize byt A-stabilni.

b) A-stabilni implicitni vicekrokovad metoda mize byt nejvyse druhého fadu a nejmensi
lokalni chybu ma lichobéznikova metoda.

Implicitni metodou prvého radu, ktera je A-stabilni, je metoda ¢. 25 z tab. 3.2

Yn+1 = Yn + hfnJrl

tj.implicitni Eulerova metoda. Oblasti absolutni stability je celd rovina hA mimo jednotkovy
kruh se stfedem v bodé [1,0].
Implicitni metoda 2. fadu, kterad je A-stabilni, je lichobéznikovd metoda ¢. 15 z tab. 3.2:

h
Yn+1 = Yn + §(fn+1 + fn)

Vzhledem k A-stabilité lze volit krok integrace libovolné, ale slozky FeSeni, odpovidajici
nejvétsimu vlastnimu ¢islu (v abs. hodnoté), mohou pak byt aproximoviny nepiesné.
Resime-li tedy lichobé&znikovou metodou rovnici ¢’ = Ay (ReA < 0), dostaneme

~ Yn(2+ D)
Yntl = T T \n)
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zatimco pro pfesné FeSeni Y (¢) plati
Y (tni1) =Y (tn)eM.

Pak (24 Ah)
_|_
lim e =0 a lim ———2 =—1.
Ah—>00 Ah—oo (2 — Ah)
To znamend, Ze |y, | bude konvergovat k nule velmi pomalu pro velmi tuhé soustavy.
Implicitni metoda Eulerova tento nedostatek nemé, ponévadZz feseni testovaci rovnice

y = Ay (ReX < 0) je tvaru

Y . _
Unir =gy B am (1= M) =0
Abychom mohli konstruovat pro feseni tuhych soustav diferencidlnich rovnic vicekrokové
metody fadu vyssiho nez dvé a pouZivat je, byl silny pozadavek A-stability metody nahrazen
slabsim pozadavkem a vznikly tzv. tuhostné stabilni metody.
Metoda se nazyva tuhostné stabilni, existuji-li kladna ¢isla a, b, ¢ tak, ze

e v oboru R; je absolutné stabilni
e v oboru Ry dava piesné FeSeni rovnice y' = Ay (Re\ < 0).

Obory Rj, Rs jsou zakresleny na obr. 77.
Prikladem je Gearova metoda, ktera je vSak ¢asové narocna v disledku Jacobiho matice
a inverze matice. Selhava napf. pfi vypoctu inverzni matice pro jeji Spatnou podminénost.
Dalsim prikladem tuhostné stabilnich metod jsou metody Curtise a Hirschelfeldera.

Metoda druhého radu A )

2
n = 53Yn — S Yn— 7hn
Yn+1 = 3Y 3y 1+3f+1

je uvedena v tab. 3.2 pod ¢islem 26. Metody tfetiho a ¢tvrtého fadu jsou zde uvedeny pod
Cisly 27 a 28.

Obory absolutni nestability metod Curtis-Hirschfeldera ilustruje obr. 77.

Pro tyto metody je konstanta a z definice tuhostni stability mensi nez 0.7, tj. a < 0.7.

V souvislosti s fesenim tuhych soustav byly vypracovany také implicitni metody Runge-
Kutta, které jsou A-stabilni. Jako priklad uvedme implicitni metodu t¥etiho Fadu:

h
Yn+1 = Yn + Z(Kl +3K3)

1 1
K = f(tnayn + ZhKl - ihKQ)

2 1 5
Ky = n 2 Yn —hK —hK:
2 f(t + 3h Y + 4h 1+ 12h 2)

Tyto metody jsou méné vyhodné nez vicekrokové implicitni metody, nebot vyzaduji na
kazdém kroku FeSeni jisté soustavy nelinedrnich rovnic — jsou tedy ¢asové naroéné. (V uve-
deném prikladé dvé rovnice pro neznamé Ky, K. Jsou-li ovsem K7, Ko m-rozmérné vektory,
pak musime Fesit soustavu 2m nelinedrnich rovnic.)

V roce 1967 publikovali autofi Fowler a Warten speciadlni metodu pro feseni tuhych sou-
stav diferencidlnich rovnic. Metoda Fowler- Wartenova je vicekrokova samostartujici metoda
s automatickou volbou integra¢niho kroku. Nad ostatni zndmé metody pro feseni tuhych
soustav diferencidlnich rovnic vynikd tim, ze nevyzaduje iterac¢ni vypocty.
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Zakladni myslenka, z niz autofi pfi odvozovani integracni formule vychazeli, je tato:
Reseni y¢o diferencialni rovnice 3’ = f(t,) v bodé (¢ + ¢) je ddno souc¢tem dvou slozek

Yot +8&) =yalt +&) +y(t +§)

kde
ya(t +&) = ya(t) + Y (t)
predstavuje asymptonickou ¢ast FeSeni yo(t + €) a
eMN—1,
yp(t + 5) = yp(t) + Typ(t)

je odchylka od asymptoty v disledku lokélniho chovéni feseni. Formule se shoduje s Tayloro-
vym rozvojem feSeni az do druhého fadu véetné, 1ze tedy jeji lokalni chybu charakterizovat
vyrazem o(h3).

Oznac¢me y aproximaci feSeni ziskanou v minulém kroku. Dale ozna¢me h = t, 1 — t,
a hg = t, — tp—1. Algoritmus pro vydéisleni numerického feseni y,11, = yc(t + h) je dan
témito vzorci:

1. ¢4 (t) = (y(t — ho))/ho aby byla metoda samostartujici, klademe na poéatku y’y = 0.
2. dy =y'(t) —ya(t)

3. Integrace Eulerovou metodou, kde krok ¢ neptevysi h/4: y,(t +d) = y(t) + 6y’ (t), kde
d<h/4

4.y, (t +9) = f(t+0,yp(t +9))

5. Vypocteme aproximaci 2. derivace feseni y"(t) da = (y,(t + ) — ' (t))/d

6.
e 530
o= T D 559
= { i 7 eato 550

7. Reeni yo(t + h) je nyni ddno vztahem
Yo(t+h) =y(t) + hy,(t) + hCd:
8. Derivace feseni na konci integra¢niho kroku

Yo (t+h) = f(t+h,y.(t +h))

Pokud se feSeni yc pfijme, bude i derivace y; pfijata za derivaci FeSeni v novém
integracnim kroku.

9. Odhad zanedbavaci chyby feseni yc
E =h(y'(t+h) = (y4(t) + Codr))
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10. Odhad zanedbavaci chyby pfi integraci Eulerovou metodou (krok 3):
Ep = d(y,(t+6) —y'(t))/2

Zobecnéni vzorctu pro soustavu diferencidlnich rovnic je snadné. Pak y, di, do, A, C
atd. znaci vektory.

Pro fizeni velikosti krokt h a § doporucuji autofi tuto strategii:
Zména integracniho kroku h je zavisla na velikosti — v absolutni hodnoté — maximalni a
minimalni slozky vektoru E.

Budte a1, as konstanty, a1 < as. Necht E,,., = m}r;mx(|EK|), Erin = m}}n(|EK|), K =
1,2,...,m, kde m znaéi pocet rovnic soustavy (3.37).

Jestlize Fppqr > %ag, pak se integracni krok h puli a feSeni se nepfijme. V ostatnich
ptipadech se feSeni prijme, pficemz pristi délka kroku je urcovana timto zptsobem:

o Je-li %a2 > Foaz > %az, pak se krok h pili.
o Je-li e < % a Epin > a1, pak se délka integracniho kroku h neméni.

o Je-li Bppue < %ag a Fnin < a1, pak prichazi zdvojovaci signal. Ke skutecnému zdvojeni
integracniho kroku dojde teprve tehdy, priSel-li zdvojovaci signdl v sedmi po sobé
jdoucich krocich. Aby nedochézelo k opakovanému zdvojovéni a ptleni kroku, stac¢i
zachovat pomér as : oy = 1 : 150.

Zména kroku 9§ je zavisla na velikosti maximalni slozky vektoru Ep. Ozna¢me Ep,,q, =
max(|Epk|), K =1,2,...,m. Zména ¢ podléhd podobné strategii jako zména kroku h. Meze
B1, B2 jsou polovi¢ni ve srovnani s mezemi pro fizeni kroku h : 81 = a1/2, B2 = az/2.

e Krok ¢ se puli, je-li Eppaz > Bo.
e Krok § se zdvojuje, plati-li Ep,,q,. < (1 v sedmi po sobé jdoucich integrac¢nich krocich.
e Krok § nepfevysi hodnotu h/4.

Toto kritérium pro strategii volby kroku neni samoziejmé jediné, je vsak jednoduché a
efektivni.
Fowler-Wartenovy metody se tykaji tyto zavery:

1. Metoda je vhodna pro feseni linearnich i nelinearnich soustav diferencialnich rovnic.

2. U lineédrnich soustav, kde maximdlni vlastni ¢islo lambda,,q, (v absolutni hodnoté) je
realné a tuhostni pomér velky, vede metoda k podstatnému snizeni doby vypoctu.

3. Je-li A4 komplexni, je pouziti Fowler-Wartenovy metody zhruba rovnocenné s pou-
zitim metody Runge-Kutta druhého radu.

4. U nelinearnich soustav se dé vysledny efekt stézi odhadnout. U konkrétni testované
soustavy byla metoda Fowler-Wartenova 40-50 krat rychlejsi, nez metoda Runge-Kutta
¢tvrtého radu.

5. Analyza stability Fawler-Wartenovy metody, ve smyslu jak ji zndme pro vicekrokové

metody, zistava stale otevienym problémem.

Metoda Fowler-Wartenova byla ispésné implementovana v simula¢nim jazyce CSMP.

Na zaveér tohoto odstavce shriime poznatky o téch vlastnostech metod numerického feseni
soustav diferencialnich rovnic, které tvoii obvykle kritéria pro jejich zafazeni do simula¢niho
jazyka a pro vybér metody pro danou aplikaci.
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Presnost

Je zfejmé, ze metody vyssich Fadl jsou presnéjsi (maji mensi lokalni chybu),nez metody fada
nizsich. U vicekrokovych metod jsou metody implicitni presnéjsi, nez metody explicitni.

Stabilita

(viz obr. 77)

Jednokrokové metody Runge-Kutta: s rostoucim rddem metody se zvétsuje oblast abso-
lutni stability.

Metody prediktor-korektor a Adamsovy explicitni metody: s rostoucim fadem se zmen-
Suje oblast absolutni stability. Metody prediktor-korektor maji vétsi oblast absolutni stabi-
lity, nez Adamsovy explicitni metody téhoz Fadu.

Casova naroénost

Je ziejma platnost téchto tvrzeni: Rychlost feSeni je pro dany integracni krok h nepfimo
ameérna radu metody. Vicekrokové metody pfi daném integra¢nim kroku jsou rychlejsi nez
metody jednokrokové.

Vliv chyby: Metody vyssich fadt maji mensi lokalni chybu, tudiz pfipoustéji delsi inte-
gracni krok. Omezime-li krok integrace shora intervalem tisku, pak pfi feseni konkrét-
niho problému miize metoda vyssiho fadu nevyuzitim maximalni délky integra¢niho
kroku zbytecné zpomalit FeSeni tlohy.

U jednokrokovych metod zpisobuje odhad chyby podle Richardsona znacné casové
ztraty oproti odhadu lokalni chyby metod prediktor-korektor.

U vicekrokovych metod dochézi zase k ¢asovym ztratam pii kazdé zméné integracniho
kroku, nebot jsou nesamostartujici.

Vliv stability: Jednokrokové metody niz$iho fadu pozaduji k docileni stability mensiho
integra¢niho kroku — odtud plyne, Ze napf. Eulerova metoda mize byt pro feSeni
dané soustavy pomalejsi, nez metoda Runge-Kutta urcitého radu.

s

U vicekrokovych metod je situace opacnd — metoda nizsiho fadu povoluje z hlediska
stability delsi integra¢ni krok (viz. obr. 3.1).

Naroky na pamét

Naroky, které klade metoda na pamét, jsou pfimo timérné radu metody. Pro metody daného
fadu plati:

Metody vicekrokové maji vétsi nédroky na pamét, nez metody jednokrokové. U vicekro-
kovych metod maji implicitni metody vétsi narok na pamét, nez metody explicitni. Déle je
ziejmé, Ze metody s proménnym krokem integrace maji vétsi naroky na pamét, nez metody
s pevnym krokem integrace.

3.5 Principy vystavby programovych prostfedki pro mo-
delovani spojitych systému
Jak jsme jiz uvedli v podkapitole 3.3, spektrum programovych systéma, jez umoznuji imple-

mentaci spojitych modelt na ¢islicovém pocitaci, je velmi Siroké. Zahrnuje na jedné strané
programy, které na zakladé vstupnich dat umoznuji fesit konkrétni t¥idu spojitych modelu,

61



na druhé strané pak jazyky, které, kromé toho, ze umoznuji prepis jak matematické, tak
funkcionalni reprezentace spojitého systému, obsahuji prostfedky obecného programovaciho
jazyka.

V tomto odstavci se zaméfime na problémy, spojené s organizaci vypoctu spojitého si-
mulacniho modelu, zadaného programovym systémem pro spojitou simulaci. Tento problém
vyplyva ze zdkladni vlastnosti spojitych simula¢nich jazykt — z jejich neproceduralnosti.

3.5.1 Pojem funkéni blok, klasifikace funkénich bloki

Vyrazové prostredky simulac¢niho jazyka pro zapis abstraktniho spojitého modelu maji
deskriptivni (neprocedurélni) charakter, tj. umoziiuji bez ohledu na zptisob feseni modelu
zapsat v jistém tvaru soustavu diferencidlnich a algebraickych rovnic, nebo propojeni funké-
nich bloki spojitého modelu zadaného ve tvaru blokového schematu. Ukolem piekladace
simula¢niho jazyka je pak vyélenéni uréitych funkénich prvka (korespondujicich obvykle s
piikazy jazyka) a jejich uspofddéni do posloupnosti, v niz se budou tyto funkéni prvky
interpretovat v rdmci numerického feSeni modelu.

Zminéné funkéni prvky, které se tradi¢né nazyvaji bloky, je uc¢elné klasifikovat do dvou
tfid. UvaZujeme nejdfive chéma implementace metody pro feSeni soustavy diferencidlnich
rovnic ¥’ = f(x,y), y(zo) = yo pro jednoduchost napi. Eulerovu metodu (obr. 77?).

Mezi piikazy, oznacenymi v tomto schématu éisly (2) a (3) lze vidét kvalitativni rozdil.
Zatimco piikaz (2) realizuje vydcisleni funkce, piikaz (3) odpovidd numerické formuli me-
tody a podle kap. 2 jej lze chipat jako numericky integrator s vnitini stavovou proménnou
(paméti). Klasifikaci funkénich prvki — bloktt — vypocetniho schématu spojitého modelu
provedeme pravé podle tohoto rozdilu. Bloky, jez maji vnitini stavovou proménnou (pro-
ménné), nazyvame bloky s paméti (pamétové bloky nebo pomalé bloky) a bloky, jez nemaji
vnitin{ stavovou proménnou, nazyvame bloky bez paméti (bezpamétové bloky nebo rychlé
bloky).

Nyni miizeme zobecnit pfedchozi vypocetni schéma tak, jak je na obr. ?7.

Povsimneme si poc¢tu bloku prislusejicich implementaci uvazované soustavy u diferencial-
nich rovnic. Zfejmé kazdé diferencialni rovnici 1. fadu pfislusi jeden integrator, takze celkovy
pocet pamétovych bloki je roven n. Pocet bezpamétovych blokii pro vy¢isleni funkce f(z,y)
nelze apriorné stanovit, zévisi obecné na tvaru funkce f(z,y) a na tom, kolika aritmetickymi
vyrazy je vypocet této funkce popsan (viz obr. 2.10 a 2.11).

Pro korektni numerické feseni spojitého systému je velmi dtilezité poradi, ve kterém se
jednotlivé bloky provadéji.

Zabyvejme se nejdiive problémem, zda poradi zpracovani pamétovych bloktt mtze ovliv-
nit korektnost vysledného feseni. Uvazujeme ¢ast modelu na obr. ?7.

Dale predpokladejme, Ze integrator je realizovan funkéni procedurou INT(X,Y") se dvéma
parametry: X urcuje pocate¢ni podminku a Y vstup integratoru. Opét predpokladejme, Ze
numerické integrace je provadéna Eulerovou metodou. Pak zapisy

Y1 = INT(A,OMEGA)
YO = INT(B,Y1)
resp.

YO = INT(B,Y1)
Y1 = INT(A,OMEGA)

jez oba popisuji propojeni z obr. ?7., nejsou ekvivalentni, ponévadz prvni zapis vede k
chybnému FeSeni. Skuteéné, po provedeni prvniho piikazu Y1 =INT(A,OMEGA), mé-li
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nezavisle proménné hodnotu z = =z,,, bude v Y1 hodnota feseni v ¢ase x,, + h. To vSak
m4 za nasledek, Ze pfi vypocétu druhého piikazu Y0 =INT(B, Y1) je pfi vyéisleni Eulerovy
formule (pfi hodnoté nezavisle proménné = = z,,) poéitan vyraz h * f(x,,yns+1) namisto
b f(Tn,s Yn)-

Abychom zabrénili takovému vedlejsimu efektu procedur, realizujicich numerickou inte-
graci a doséhli nezévislosti na pofadi vyhodnocovéani integratortt (pfipadné i jinych pamé-
tovych blokt), voli se nasledujici strategie pro zac¢lenéni numerickych metod feSeni diferen-
cialnich rovnic do spojitych simula¢nich systémi.

Na obr. ?7? je schéma pro tzv. centralizovanou integraci aplikované na diskutovany piiklad
z obr. 77.

Proménné Y;1 a Y0 predstavuji vnitfni proménné, které nabyvaji hodnoty feSeni v bodé
Typ+h, kdezto proménné Y1 resp. Y2 uchovavaji hodnotu feseni v bodé x,,. Za tohoto rezimu
mize byt poradi vyhodnoceni integratoru libovolné. Po ukonceni vyhodnoceni posledniho
integratoru je nyni tfeba pfevést hodnoty proménnych Y1, resp. Y;2 do proménnych Y1,
resp. Y2 a miize byt realizovan dalsi ineagracni krok. Toto schéma integrace 1ze samoziejmé
zobecnit i pro metody Runge-Kutta a prediktor-korektor.

Pii vycislovani bezpaméfovych blok nelze aplikaci néjaké analogické techniky udinit
poradi jejich zpracovéni nevyznamnym. Vy¢isleni bezpaméfovych bloki, které odpovidaji
funkci na pravé strané diferencidlni rovnice, musi probihat v poradi, jez vyplyvéa ze struktu-
ralizace této funkce. V terminologii pfevzaté z analogovych vypocetnich schémat v poradi
ve sméru toku signalu. Dalsi zédvaznou komplikaci pti hledani tohoto pofadi je existence
zpétnych vazeb v propojeni bezpamétovych prvki — tzv. rychlych smydek. Uvazujme napf.
propojeni (obr. 77?), které odpovidé soustavé rovnic

y/ =z, y(O) =A
22 4z= Y

Na rozdil od zpétnovazebnich propojeni, obsahujicich pamétové bloky, nemtize byt rychla
smycka FeSena postupnym vycislovanim jejich blokd, protoze nelze nalézt blok, jenz ma
7spravné definovany” vystup. Z korespondence rychlé smycky s algebraickou rovnici plyne
jeji alternativni nazev algebraicka smycka. Existuji-li ve spojitém modelu algebraické smycky,
musi je preklada¢ nejprve identifikovat a posléze prevést jejich vyhodnocovani na integracni
vypocty v rdmci néjaké metody Feseni algebraickych rovnic. Problému nalezeni téchto smycek
se budeme podrobnéji vénovat v odst. 3.5.2.

3.5.2 Ttidéni a usporadani funkénich bloku

Chceme-li, aby simulacni jazyk umoznoval uzivateli popsat spojity systém bez ohledu na
poradi vy¢islovani funkénich blokd, pfipadné existenci rychlych smycek, je nutné, aby pre-
kladac realizoval také tiidéni a uspotradéani funkcénich blokii.

Strukturu propojeni funkénich blokd miZeme znazornit orientovanym grafem Gp =
(Up, Hp, fp). Necht i-ty funkéni blok struktury je reprezentovan i-tym uzlem u, € Up,
spojeni vystupu i-tého bloku se vstupem j-tého bloku necht je reprezentovano orientovanou
hranou hy € Hp, fp(hy) = (ui, u;).

Z hlediska t¥idéni funkénich bloki je diilezité poze rozliseni paméfovych a bezpamétovych
blokii. Protoze pfi vyhodnocovani paméfovych blokt nezalezi na jejich vzajemném potadi,
neni tfeba provadét jejich usporadani. Z toho diavodu vyjmeme z grafu Gp vSechny uzly,
reprezentujici pamé&tové bloky a vSechny hrany, sméfujici do nich a z nich. Takto vznikly
novy graf ozna¢me Gg = (Ug, Hg, fqg), kde

UQEUD
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HQ € Hp
fo € fp/Hq

Obr. 3.16 znazoriuje piiklad grafu Gp a obr. 7?7 znazoriuje odpovidajici graf G za
predpokladu, Ze uzly us, uz obr. 7? reprezentovaly pamétové bloky. Nyni ukdzeme, jak lze
postupovat pfi hleddni usporddani bezpamétovych blok.

Nejprve v G nalezneme vsechny silné komponenty SKj. Aby nedoslo k tomu, ze dva
rizné uzly budou oznaceny stejnym indexem, nechf index k silné komponenty S K}, je roven
indexu nékterého uzlu patficimu k SKj, v grafu Gg. Pfipomenme, ze silnou komponentou
grafu rozumime nejvétsi silné souvisly podgraf grafu.

Zmnaci-li nyni M mnozinu uzli vSech silnych komponent SKj, pak sestrojime graf G4 =
<UA, Hy, fA> takto:

Z grafu Gg vezméme mnozinu R uzld u;, které nepatii k Zddné silné komponenté SKj, tj.
u; € R =Ug — M a mnozinu v8ech hran (u;,u;), jejichz oba krajni uzly u,;, u; € R. Kazdou
silnou komponentu S K}, redukujeme na jediny uzel u, € R'. Do uzlu u; € R’ necht sméfuji
vSechny hrany z Gg, které maji za vystupni uzel néktery uzel u; € R a jejichz vstupnim
uzlem je néktery uzel silné komponenty SKj. Analogicky z uzlu uy nechf vychézeji vSechny
hrany, jejichz poc¢ateénim uzlem je néktery uzel SKj a koncovym uzlem néktery uzel u; € R.
Pak

Us=RUR, RNR =0

kde R’ = {ux}, ux € SKy
Hy = Hg — UH;,

kde Hj, je mnozina hran silné komponenty S Kj:
h; € H, = fQ(hi) = (u,‘,u]‘) Aug,uj € SKj.

Orientovanad icidence grafu G 4 je definovana takto:
Pro kazdou hranu h, € Hy4 je fa(hq) = (u;, u;) pravé tehdy, plati-li jedna z téchto podminek:

= (uj,uj) au;,uj € R

(

= (u;,w) au; € Rawu,uj € SKy,
= (uk,u;j) au; € Raug,u; € SK,
(

= (ug,w) a ug,u; € SK,, au,u; € SKy am#n

Takto vytvofeny graf G4 = (Ua, Ha, fa) je acyklicky, nebot neobsahuje zadné cykly,
miize vSak byt obecné nesouvisly. Graf G 4, odvozeny vyse uvedenym zpiisobem z grafu G
na obr. 7?7, je znazornén na obr. 77.

Kazdy uzel grafu G4 predstavuje urcity funkéni blok a tudiz mu prislusi akce pro vy-
hodnoceni tohoto funkéniho bloku. Akce, jez prislusi uzlu u; € R predstavuje vypocet i-tého
funkéniho bloku, akce, pfislusejici uzlu u; € R’, odpovida vypoctu vsech funkénich blokd v
grafu Gg, tvoficich silnou komponentu SKy, (u; € SKy).

Na zakladé acyklického grafu G 4 muzeme definovat relaci p v Uy takto:

p = {(ui, u;)| existuje orient. cesta u z uzlu u; do u;}

Relace p je ziejmé ¢astenym uspofadddnim (reflexivni, tranzitivni a antisymetrickd) a defi-
nuje nutné precedence v poradi vy¢islovani jednotlivych blokd. Je-li u;pu;, pak zfejmé blok
u; musi byt vyhodnocen dfive nez blok w;; jestlize (u;,u;) & p, pak na vzijemném potadi
vycisleni blokt u; a u; nezdlezi.
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Zname-li relaci p, pak lze problém sefazeni blokt formulovat i realizovat velmi snadno:
Gastefné uspofadani p rozsifime na Gplné (linedrni) uspofddani na mnozing Uy.
Jinymi slovy, problém sefazeni bezpaméfovych blokt spoé¢iva v nalezeni posloupnosti
Wiy y Wigyeeey Uiy _q 5 Wiy,
pro jejiz kazdé dva prvky u;, a u;,, kde j < k, plati bud u;, pu;,, nebo (u;;,us,) & p -
Pro graf z obr. 77. jsou takovymi posloupnostmi napt. posloupnosti

Uy, U9, Ug, Uq, U0, U5, U11 nebo

Ug, U5, U, UY, UT0, U1, U11

avSak nikoli posloupnost
U1, U0, U1, Ug, U8, Us, Ug

K nalezeni posloupnosti usporddanych bezpamétovych bloki je moZzno pouzit nasleduji-
ciho jednoduchého algoritmu, jehoz vstupem je graf G4:

(1) polozi=1

(2) z mnoziny U, vybereme uzel, do kterého nevstupuji zddné hrany; vzhledem k existenci
usporadani p v Uy takovy prvek existuje a tvori i-ty prvek hledané posloupnosti

(3) nyni vyjmeme nalezeny ”nejmensi” uzel z U4 spolu s hranami, které z ného vychazeji

(4) je-lii = n (n je celkovy pocet uzllt grafu G 4), pak algoritmus koné¢i nalezenim hleda-
ného uspofadani uzl; v opaéném ptipadé poloz i =i+ 1 a vraf se k (2).

Na zavér tohoto odstavce se zabyvejme zptisobem feseni blok, které prisluseji silné kom-
ponenté grafu Gg. V grafu G 4 této silné komponenté odpovida jediny uzel. Jemu piislusejici
akci je FeSeni algebraické rovnice (nebo soustavy rovnic), kterd koresponduje se zpétnova-
zebnim propojenim bezpaméfovych blok.

Jako priklad uvazujme silnou komponentu SK5 z obr. ??7. Ozna¢me pismenem V}, pro-
ménnou nabyvajici hodnoty vystupu funkéniho bloku reprezentovaného uzlem wuy a pisme-
nem fj, funkci, kterou realizuje funkéni blok uy. Pak silné komponenté S K5 pfimo odpovida
soustava

Vis = fis(V7)
Vi = f2(Vs)
Vs = [f5(V4, Vs, Vi3)

(
Vo = fe(V6,V7)

o Ctyfech neznamych Vi3, V7, Vs, Vs.
Substitucemi za proménné V; muzeme zredukovat pocet rovnic soustavy k tvaru

Vs Fr(fs(Va, Ve, f13(V7)))
VE} = fG(‘/G7v7)

coz je z hlediska numerického Feseni jisté tvar priznivejsi.
Pro algoritmizaci redukce poctu rovnic soustavy algebraickych rovnic, provadénou pre-
klada¢em, se pouzivd metody fidicich bloki (proménnych).
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Oznaéme U, mnozinu uzlit tvoticich silnou komponentu SKj. Mnozina U C Uy, jez
odpovidéd mnoziné Fidicich bloki, obsahuje uzly s touto vlastnosti: Po vyjmuti vSech uzli
u; € U ,f z Uy, neobsahuje silnd komponenta ani cyklus ani smycku. Vracenim libovolného
uzlu u € Ul do Uy, vznikne v SK; alespori jeden cyklus nebo smycka.

Mame-li nalezenou mnozinu fidicich blokd, pak lze redukovat pocet rovnic soustavy
takto:

Necht & je pocet Fidicich blok a m pocet cyklt a smycek silné komponenty SK;. Pak
plati £ < m a komponentu SK; muzeme fesit jako soustavu

‘/j:F](‘/la‘/QaaVk)? j:1727"'7k

kde Vj je hodnota vystupu j-tého fidiciho bloku a funkce F}; zavisi na funkénich pfedpisech
bloki silné komponenty. V prikladé na obr. 7?. je m = 3 a k = 2. Pro mnozinu fidicich blok
{ug,u7} jsme vyslednou soustavu dvou algebraickych rovnic jiz uvedli. Poznamenejme, Ze
jinou moznou mnozinou Fidicich blokd, jez vede opét k soustavé dvou algebraickych rovnic,
je mnozina {us, ug}.

V ramci TeSeni rovnic, odpovidajicich silné komponenté, neni tieba hledat explicitni
vyjédreni funkei F;;. Snazsi cestou je usporddani téch blokt, jez nejsou fidici a jez se podileji
na vypoctu funkénich hodnot funkci Fj, do spravnych posloupnosti. Vzhledem k tomu, ze
po vyjmuti Fidicich blokt je graf silné komponenty acyklicky, je tento problém snadny a je
obdobou jiz diskutovaného problému uspoirddavani bezpamétovych blokt.

Jako priklad uvazujme opét komponentu z obr. ??. Pro mnozinu fidicich blokl ug, ury
znazornime vysledny acyklicky graf dané komponenty zdvojenim uzla, které odpovidaji fi-
dicim bloktim (tj. "roztrzenim” p¥islusnych cyklt nebo smycek) na obr. ?7.

Takto ziskame acyklicky graf, v némz uzly X7, resp. Xg odpovidaji vystuptim fidiciho
bloku w7, resp. ug. Setfidénim tohoto acyklického grafu ziskame vztahy

Voo = fo(fs(Va, X6, f13(X7)))
Vo = fe(Xe,X7)

jez tvori jadro iteracniho feseni soustavy

Vi = fr(fs(Va, Ve, f13(V7)))
Vo = fe(Ve,Vr)

3.5.3 Priekladace simula¢niho jazyka

Pod pojmem preklada¢ simula¢niho jazyka rozumime, i kdyz ne zcela spravné, cely progra-
movy systém, jenz umoznuje zadat spojity model ve tvaru spojitého simula¢niho programu,
jeho transformaci do proceduralniho tvaru v uréitém intermedidrnim jazyce a jeho provadéni
v pfipadném interaktivnim rezimu s konverzacnimi rysy.

Systém s takto vymezenou funkci lze ve skutecnosti rozdélit do dvou oddélitelnych casti:

e vlastni prekladac jazyka
e soubor vykonnych podprogramiti a komunika¢nich podprogramu

Prvni prekladace simulac¢nich jazykt generovaly pro vstupni popis spojitého modelu
pfimo program ve strojovém jazyce. Jak jsme jiz uvedli, postupné simulac¢ni jazyky piebi-
raly vétsinu ryst obecnych programovacich jazyki, coz pfirozené vedlo k tomu, ze prekladac
simula¢niho jazyka musel realizovat takika tytéz funkce, jako preklada¢ obecného jazyka a
jesté dalsi, vyplyvajici za specifik simula¢nich jazyki.
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Vzhledem k minimalizaci mnozstvi prace, spojené s vystavbou prekladace spojitého si-
mulaéniho jazyka, se obvykle voli strategie prekladu, zobrazena na obr. 77.

Za intermediarni jazyk prekladace spojitého simula¢niho jazyka tedy mtizeme povazovat
obecny programovaci jazyk. U vétSiny starSich jazyka to byl FORTRAN.

Zaméime se nyni na to, které funkce realizuje preklada¢ simula¢niho jazyka. K zakladnim
patii zfejmé transformace neproceduralniho simula¢niho programu na proceduralni program,
obsahujici volani podprogramt nebo procedur, jez odpovidaji realizaci funkénich blokt. Tato
volani musi byt usporadana do sekvencnich posloupnosti, které se opakuji obvykle se zmé-
nou hodnoty modelového ¢asu (odpovidaji jednomu kroku numerického fesen{ modelu). To
tedy znamend, ze soucasti prekladace je implementace algoritmu sefazovani blokd — tzv.
serazovact program.

Poznamka:

Neékteré starsi spojité simulacni jayzyky neumoznuji sefazovani a tedy zakazuji vyskyt alge-
braickych smycek a predpoklddaji ”sefazeni” bezpamétovych blokii programétorem.

Neékteré simula¢ni jazyky umoziiuji, aby uZivatel na zakladé standardnich piikazi (bloki)
mohl definovat nové, komplexnéjsi a specializovanéjsi funkéni bloky slouzici ke stru¢néjsimu a
pohodlnéjsimu popisu daného spojitého systému. Proto, aby byl v ramci takovych prostredkt
snadno Tfesitelny problém sefazovani, byvaji nejCastéji stylizovany jako makropiikazy. Pak
preklada¢ simulacniho jazyka musi zajistit rozvoj volani makropfikazl, to znamena, ze je
jeho soucasti makrogenerator.

K dalsi funkci prekladace pak patfi inicializace systémovych proménnych podle tzv. ”da-
tovych” ptikazi, jez predepisuji pocateéni modelovy ¢as, po¢atecni podminky, intervaly tisku
apod.

Druha ¢ast programového systému pro spojitou simulaci obsahuje jednak soubor vykon-
nych podprogramit, realizujicich standardni funkéni bloky simula¢niho programu a jednak
komunikac¢ni programy, zprostiedkujici zdsahy uzivatele do feseni modelu. V této ¢asti jsou
tedy implementovany také veskeré numerické metody, kterymi simula¢ni jazyk disponuje.

V kapitole 7 ukazeme objektovy pristup k vystavbé spojitych simula¢nich jazyki. V ramci
knihovny SIMLIB popiSeme simula¢ni systém implementovany v C++-.
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Kapitola 4

Systémy hromadné obsluhy
a jejich analytické modely

4.1 Systém hromadné obsluhy

Systém hromadné obsluhy charakterizujeme jako systém, v némz k uréitému zafizeni (lince
obsluhy), které poskytuje obsluhu jistého druhu, pfichdzeji prvky (pozadavky) vyZadujici
obsluhu. Nejsou-li obslouzeny ihned, mohou na obsluhu ¢ekat ve fronté. Po skonceni obsluhy
opoustéji pozadavky systém a obsluhu je mozno poskytnout dalsim pozadavkiim, které ¢ekaji
ve fronté, nebo které teprve prijdou. Pfiklad jednoduchého systému hromadné obsluhy je na
obr. 77.

Teorie hromadné obsluhy zkoumé pfredevsim ty situace, pfi nichz vznikaji v systému
zdrzeni a ztraty. Je to problematika hromadéni osob v obchodech, uradech, vozidel na kii-
zovatkach, v opravnach, u benzinovych cerpadel, obrobki v dilnach, hovori v telefonnich
ustfednach, zakazek v pocitacovych systémech apod. Méla by uzivateli umoznit nalezeni
zévislosti mezi veli¢éinami charakterizujicimi kvalitu obsluhy a veli¢inami reprezentujicimi
vstupni tok pozadavki, zpusob obsluhy a organizaci fronty.

Vstupni poZadavky prichazeji do sytému obsluhy ze zdroje pozadavki, jenz muze byt
omezeny nebo neomezeny. U omezeného zdroje kolisd intenzita vstupniho toku pozadavkl
v zavislosti na poc¢tu pozadavki, které jsou pravé ve fronté nebo v lince obsluhy; pocet po-
zadavkl ve zdroji je tedy o tento pocet mensi. Ménici se pocet pozadavkd ve zdroji ma vliv
na charakteristiku vstupniho toku, zatimco u neomezeného zdroje se tento vliv neprojevuje.
Neomezeny zdroj pozadavku je abstrakci, které pouzivame, je-li pocet pozadavkl ve zdroji
dostatecné velky a jeho zména v disledku ubytku o pozadavky ve fronté a v obsluze je tak
mald, Zze nema podstatny vliv na produkovany tok vstupnich pozadavki. Ve zvlastnich pii-
padech miize soucasné vzniknout né€kolik pozadavki na obsluhu; v tomto pfipadé se vstupni
tok sklada z davek pozadavka. Popis vstupniho toku pak musi byt rozsifen o popis poctu
pozadavku v davce; tento pocet mize byt také ndhodny. Charakteristikou vstupniho toku
je rozdéleni pravdépodobnosti dob mezi pfichody pozadavkt do systému obsluhy. Jednim
extrémem je konstantni doba mezi prichody pozadavkt a druhym extrémem, tzv. nejhor-
§im pripadem, je exponencialni rozdéleni dob mezi pfichody pozadavkt. Systémy hromadné
obsluhy, jejichz vstupni toky jsou charakterizovany rovnomérnym nebo exponencialnim roz-
lozenim pravdépodobnosti, lze fesit analytickymi metodami. V redlnych systémech se vSak
vyskytuji vétsinou vstupni toky, jejichz rozlozeni pravdépodobnosti lezi nékde mezi témito
extrémnimi pripady. Pro feSeni téchto systémt je zpravidla jedinou pouzitelnou metodou
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simulace. Abychom ovéfili spravnost vysledki dosazenych simulaci, mizeme vyuzit skutec-
nosti, ze ziskané vysledky musi lezet v intervalu daném extrémnimi pripady, které jsme
predem vyftesili analyticky.

Fronta c¢ekajicich pozadavk® se miize vytvorit vzdy, kdyz se doby mezi prichody poza-
davkt nebo doby jejich obsluhy nahodné méni. Pro frontu jsou charakteristické dvé hodnoty;
nejvétsi mozna délka fronty s uréitym zpusobem vybéru z fronty a fazeni do fronty — fron-
tovy rdd. Nejvétsi mozné délka fronty mutze byt i nulova; v tomto pfipadé musi obsluzny
systém opustit kazdy pozadavek, jenZ najde obsluhu obsazenou. Déle muze byt fronta ko-
neéna (omezend velikosti ¢ekaciho prostoru) a nekone¢nd, mize-1i ¢ekat na obsluhu libovolny
pocet pozadavki. Nejjednodussim frontovym fadem je fadny frontovy vad, pti némz se poZa-
davky fadi do fronty v poradi, jak prichazeji. K obsluze odchazi ten pozadavek, ktery prisel
nejdiive. Tento Fad se zpravidla oznacuje FIFO (First In, First Out). Obracenym pfipadem
je inverzni frontovy 7dd, kdy k obsluze odchézi z fronty ten pozadavek, jenz ptisel do fronty
posledni. Je to rezim oznacovany LIFO (Last In, First Out). Dalsi moZnosti je ndhodny
vybér z fronty. Komplikovanéjsi jsou piipady, kdy poZzadavek po néjakou dobu ¢eka, ale pak
z fronty odchazi nebo frontu predbéhne. Jinym dulezitym piipadem jsou fronty s prioritami,
kdy nejsou prichazejici pozadavky rovnocenné. Nekteré pozadavky maji prednost a pred-
bihaji ve fronté ty pozadavky, které prisly pfed nimi. Prioritni irovné mohou byt dvé, tii
nebo jich mize byt i vice. Tak 1ze u jednoho obsluzného zafizeni vytvaret i nékolik front s
riznymi prioritami. Pfitom se pozadavky ve fronté s nizsi prioritou mohou brat k obsluze
jen tehdy, kdyz jsou fronty s vyssi prioritou prazdné. Kromé toho muze byt priorita po-
zadavku také funkci doby, po kterou pozadavek ceka. Po urcité dobé, stravené ve fronté,
se tedy mize pozadavek prefadit do fronty s vyssi prioritou. P¥i uplatiiovani priority mutze
byt praveé probihajici obsluha pozadavki s nizsi prioritou dokoncéena nebo prerusena. Byla-li
obsluha pferuSena, pokracuje se v ni (az na pozadavek ptijde fada) tam, kde se skondilo,
nebo se zacne s obsluhou znova. Pfichazejicim pozadavkam byva priorita piridélena pired
vstupem do obsluzného systému. Moznosti riznych frontovych fada jsou velmi rozmanité.
Komplikovanéjsi pfipady je opét zpravidla nutné fesit simulaci.

Obsluha mtze byt poskytovana jednou nebo nékolika paralelnimi linkami. Je-1i soucasné
vice volnych obsluznych linek, pak pfichazejici pozadavek piejde bud ndhodné na nékterou
z nich, nebo se linky obsazuji podle né€jakého potradi. pritom vzdy predpokladame, ze po
ukoncéeni néjaké obsluhy, tj. pfi uvolnéni nékteré linky, se okamzité zacne obsluhovat dalsi
pozadavek, pokud je néjaky ve fronté. Jinak musi obsluha ¢ekat na piichod nového poza-
davku. Vlastni obsluha mtze trvat pevné stanovenou dobu, nebo je tato doba nahodn4,
pripadné je zavisla na typu pozadavku nebo na pouzité lince obsluhy. Zpravidla nas zajima
stfedni doba, po kterou je pozadavek obsluhovéan, pfipadné zdkon rozlozeni pravdépodob-
nosti délky doby obsluhy, podobné jako je tomu u doby mezi prichody pozadavki.

4.2 Nahodné procesy
4.2.1 TUvod

Matematickou abstrakei skuteénych procesti, které probihaji v systémech hromadné obsluhy,
jsou tzv. ndhodné (stochastické, pravdépodobnostni) procesy. Diive nez poddme definici né-
hodného procesu, pripomeneme nékteré zakladni pojmy z teorie pravdépodobnosti.

1. Uspotddanou dvojici (2, R) nazveme méritelngm prostorem a mnozinu R o-algebrou,
jestlize plati:

(i) QeRrR
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(i) VE (FEeR = Q-E€eR)

(iii) JeliVie N (E; e R)a E= |J Ei, pak E € R.
=1

1=

Z (ii) a (iii) navic plyne:

(iv) JeliVie N(E; € R)aE= () E;, pak E € R.
i=1

1=

V dalsim textu budeme pod symbolem Ry (resp. Rrn) rozumét tzv. o-algebru bore-
lovskych mnozin na R (na R"™), ktera je definovdna jako nejmensi (vzhledem k inkluzi)
o-algebra obsahujici vSechny oteviené intervaly v R (v R™).

. Uspofadanou trojici (2, R, p) nazveme pravdépodobnostnim prostorem, je-1li (2, R) mé-
Fitelny prostor a p :  — (0,1) takové zobrazeni, Ze plati:

(v) p(@)=1
(vi) Je-li {E;|i € N} disjunktni spodetny systém prvki R, plati rovnost

p(U E) =Y p(E).

i=1

Zobrazeni p se nazyvd pravdépodobnostni mira na (2, R), ptip. pravdépodobnostni
rozloZeni na (2, R). Prvky mnoZiny Q byva zvykem nazyvat elementdrnimi jevy.

. Pod pojmem ndhodnd veli¢ina budeme rozumét zobrazeni X : ) — R, definované na
jistém pravdépodobnostnim prostoru (2, R, p), plati-li

(vii) VE (E € Rr = X '[E] € R).

Podobné fekneme, Ze X je n-rozmérnym ndhodnym vektorem, jestlize je X :  — R"
a plati

Ptipometime, ze X ![E] = {w € Q| X (w) € E}.

Protoze pro kazdé w €  je hodnota X(w) n-rozmérného ndhodného vektoru X
prvkem n-rozmérného linedrniho prostoru, mizeme tuto hodnotu vyjadrit ve tvaru
(X1(w), ..., X (w)), pFipadné ve tvaru (X (1)(w),..., X(n)(w)), kde X (i) : & — R jsou
nahodné veli¢iny pro ¢ = 1,2,...,n. Jinak fecCeno, kazdy n-rozmérny nadhodny vektor
miizeme vyjadfit jako kone¢nou posloupnost (X(4))icq1,2,....n} jistych ndhodnych ve-
licin. Z tohoto hlediska je pojem nahodného procesu zobecnénim pojmu ndhodného
vektoru.

Ndhodny proces mtzeme definovat jako soubor (X(t));er ndhodnych veli¢in X (t) :
2 — R definovanych na uréitém pravdépodobnostnim prostoru (22, R, p). Je-li T spo-
¢etnd mnozina, fikdme, ze (X (t))ter je ndhodny proces s diskrétnim casem, je-li T
nespocetnéd (napt. T = R), fikdme, Ze (X (¢)):er je ndhodny proces se spojitym ca-
sem. Poznamenejme, ze je-li T = 1,2, ..., n, splyva prakticky ndhodny proces (X (¢t))ier
s n-rozmérnym nahodnym vektorem X : 2 — R”.

70



Mnozinu S := | {X(t)(w)|lw € Q} nazyvime mnozinou stavi. Je-li mnozina § spo-
teT
¢etna, mluvime o procesu s diskrétnimi stavy.

Prestoze pojem ndhodného procesu muze byt definovany obecnéji pro nase dalsi avahy
vysta¢ime s vySe uvedenou definici a s predpokladem 7' C R.

. Necht X je ndhodné veli¢ina definovdna na pravdépodobnostnim prostoru (2, R,p).
Pak pravdépodobnostni mira p e X! : Rg — (0,1), E — p(X![E]) se nazyva
pravdépodobnostni rozloZeni ndhodné veliciny X : @ — R a funkci F' : R — (0, 1),
r — p(X " Y(—o00,)]) nazyvame distribucni funkci ndhodné veliciny X. Pro kazdé
z € R zfejmé plati:

F(z) =pe X~ ![(~00,2)] = p(X~![(~00,2)]) = p({w] X (w) € (~00,2)}) =
= p({wlX(w) < z}).

Pfedchozi vztah byva zvykem zapisovat strucnéji ve tvaru F'(z) = p(X < z). Zkréce-
ného zapisu p(X < x) budeme nadale pouzivat. Nesmime v8ak zapomenout, Ze p je
pravdépodobnostni mira definovana na jistém méfitelném prostoru (2, R), a ze tedy
pravdépodobnost p(X < z) je rovna pravdépodobnosti mnoziny elementérnich jevi
{w|X(w) < 2} C Q a pravdépodobnost p(X = z) je rovna pravdépodobnosti mnoziny
elementéarnich jevi {w|X (w) =z} C Q pravdépodobnostniho prostoru (2, R, p).

. Podobnych zkracenych zapisi uzivame téz pro vyjadieni podminénych pravdépodob-
nosti. Jsou-li X (t9), X(t1),..., X (tn+1) ndhodné veli¢iny definované na pravdépodob-
nostnim prostoru (2, R,p), (X(t): Q2 = R, w — X(¢;)(w) proi =0,1,...,n + 1, pak
napf. podminénou pravdépodobnost

PUWIX (tn 1) (@) < Tas1}{@IX () (@) = 20} N {wlX (02)(@) = @1} ..
AlX (L)) = 2.})

budeme zapisovat ve tvaru:

P(X (tnt1) < zpga| X (to) = 0, X(t1) = 21, ..., X (tn) = 25).

Pfipomerime, 7e pro A € R, B € R je podminénd pravdépodobnost P(A|B)(p(B) # 0)
definovana vztahem:

_p(ANB)
P(A|B) = B (4.1)
p(ANB) =P(A|B).p(B) (4.2)

V piipadé, Ze napt. B = {w|X (w) = xo} a p(B) = 0, kde X je ndhodn4 veli¢ina (resp.
nahodny vektor) s distribuéni funkei F, definujeme nejprve, motivovani vztahem (4.2),
funkci R — R(R — R") zobrazujici z — P(A|X = z), kterd vyhovuje nésledujicimu
vztahu:

VC € RR (resp. Rr») : p(ANXC)) = /CP(A|X = x)dF(z). (4.3)

Existence této funkce vyplyva z Radonovy-Nikodymovy véty a jeji hodnotu P(A|X =
Zo) nazyvame podminénou pravdépodobnosti ndhodného jevu A za podminky X = xg
na pravdépodobnostnim prostoru (2, R, p), kde zo € R (resp. o € R").
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Poznamenejme, ze v piipadé p(X—' > [{zo}]) = p{w € QX (w) = zo}) # 0 plati

vztah:
(AN X [{=o}])
p(X{=}])

ktery je klasickym vyjadifenim podminéné pravdépodobnosti.

P(AX = 20) =

Priklad 1:

Necht (X1, X2) je ndhodny spojity vektor s hustotou h. Funkce f(r1) = [ h(ri,r2)drs je

hustota ndhodné veli¢iny X;. Vyjadiete P(Xo < x2| X1 = 7).
Reseni: Piedpokladejme, Ze pro viechna r; € C, C € Rg, je f(r1) > 0. Pak

p({w|Xa(w) < 22} N X7HC]) = / h(ri,re)dridry =

(—o0,z2)xC

/c / %dm f(rl)dm:/c / %dm dF(r1),

(—o0,x2) (—o0,z2)
kde F je distribu¢éni funkce ndhodné veli¢iny X;. Odtud porovnavanim s vyrazem (4.3)
plyne:
h(w1,72)
P( Xy <9l X1 =21) = / ——2drs.
( | ) )

(—o0,x2)

Zavérem tohoto odstavce ukazeme, ze pro nahodné veli¢iny X,, X3, X, definované na
pravdépodobnostnim prostoru (2, R, p), které nabyvaji jen celoéiselnych hodnot vétsich nebo
rovnych nule, plati pro vSechna j, k, [ € N :

P(Xe = k| X, = j) ZP = k| Xy =1, X0 = 5)P(Xp = 1| Xs = j). (4.4)

Dukaz: Za predpokladu p(B; N By) > 0 nejprve ukdzeme, Ze plati:
P(A|By N By).P(By1|B2) = P(AN By|Bs). (4.5)

P(A|By N By)P(B1|By) = pAN(B1NBy)) p(BiNBy) p((ANB1)NBy)

p(B1N By) p(B2) p(B2)
- P(A ﬁ B1|Bg),
takze
S P(Xe=k|Xy=1,Xe =) P(Xy =1l|Xg =j) =Y _P(Xe =k Xy =X, = j) =
=0
=D PH{wlXc(w) = K} N {wlXp(w) = | Xo = j}) =

=0
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= P(J(wlXcw) = k} N {wl X (w) = 1)) Xa = j) =

=0

= P{wlXc(w) = k} N [ {wlXp(w) =} Xa = j) =
=0

= ,P({W‘Xc(w) = k} n Q|‘Xa = J) = P(Xc = k‘Xa = ])

Pro piipad p(X, = j) = 0 lze vztah (4.5) dokdzat pomoci vztahu (4.3) pouzitim zobec-
néné Fubiniho véty.

Rovnice (4.3) se pfi vypoctech ¢asto uziva ve zvlastnich tvarech. Je-li X spojitd ndhodna
veli¢ina s funkei hustoty f, pak lze rovnici (4.3) psét ve tvaru:

p(ANX1C]) = / PIAIX = 2).f(2)da, (4.6)
c
je-li X diskrétni ndhodnd veli¢ina, pak (4.3) pfejde ve tvar
pPANXTIC) = Y PAX =2).g(x), (4.7)
zeCND
kde D je mnozina vSech bodi nespojitosti distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X a g je jeji
frekvenc¢ni funkce.

4.2.2 Markovovy procesy, Markovovy retézce

P1i zkoumani déju v systémech hromadné obsluhy se casto predpoklada, ze ndhodné procesy,
které se tu vyskytuji, jsou markovovské.

Markovovy procesy jsou jednoduché pripady ndhodnych procesti, jejichz spole¢nou vlast-
nosti je, ze splnuji tzv. Markovovu vlastnost:

Vn € N : s, 80,81,89,..., 8, € %/\t,to,th e tn ET AL, <t 1 < ..t1<tg<t

= P(X(t) = s[X(tn) = sn, ..., X(to) = s0) = P(X(t) = s[X (o) = s0), (4.8)

tj. ze stav X (t) v ase t nezavisi na stavech X (t') v ¢asech t/, t' < to <t, t',to,t € T. Proto
tyto procesy byvaji nékdy nazyvany ndhodnymi procesy bez naslednych ucink.

Casova mnozina T' i mnozina stavi & mohou byt jak spodetné, tak i nespocetné. U sys-
tému zkoumanych v teorii hromadné obsluhy se vSak nejCastéji uzivaji ndhodné procesy s
diskrétnimi stavy, takze S = {s1, s2,...}.

Definujeme-li pravdépodobnosti prechodii

pij(tl,tg) = P(X(tg) = Sj|X(t1) = Si), ’L,] S N7 tl,tz S T (49)

mizeme pro ndhodny proces s Markovovou vlastnosti na zakladé (6) a (4) odvodit vztah
pij(tl,tg) = ZP(X(tQ) = Sj|X(t()) = Sl,X(tl) = Sl)P(X(to) = Sl‘X<tl) = Sl) =
1=0
= D P(X(t2) = 5;|X (to) = 51). P(X(to) = 51| X (t1) = s;) =
1=0

= Zplj(to,tg).pil(tl,to), kde t1 < t() < tg. (410)
=0
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Markovovy retézce

Nahodny proces (X(t))ier s diskrétnim casem a s diskrétnimi stavy, ktery ma Markovovu
vlastnost (6), se nazyva Markoviv fetézec. Protoze T je spodetnd mnozina, polozime v dalsim
T =N = {0,1,...}. Pravdépodobnost stavu s; € S v ¢ase ¢ € N oznacime symbolem
mi(t) == p(X () = ;).

Vektor 7 (t) := (m1(t), m2(t), ..., mn(t),...), t € N se nazyva vektor rozloZeni stavi Mar-
kovova Tetézce (X (t))ien v Case t, w(0) je tzv. vektor poldtecniho rozloZeni stavi. Pokud
existuje tli)r{)lo 7(t), pak symbolem pi(o0) = tli)r{.lo (t) oznacujeme vektor findlniho rozloZendi

stavii. Pro libovolné t € N se definuje stochastickd matice prechodi Q(t) = (pi;(t)), kde:
Dij (t) = Dij (t, t+ 1)

Trojici (S, Q(t)ien, 7(0)) je Markoviv Fetézec zcela charakterizovan. Markoviav Fetézec se
nazyva homogenni, jestlize matice pfechod Q(t) nezavisi na ¢, tj. V¢ € N : Q(t) = Q(t +1).

Zabyvame-li se jen homogennimi Markovovymi fetézci, pak kromé matice pfechodu @
mé vyznam definovat matici prechodi v n krocich (n > 0):

Qn = (pz(.;")), kde p,E;") = pij(t,t +n).

Pro vypocet @, se uziva tzv. Chapmanova-Kolmogorovova rovnice, kterd vyplyva ze
vztahu (8). Plati totiz

p§?+m) =pij(t,t+n+m)= Zlh‘l(ﬂ t+n).p;t+nt+n+m)= sz(‘ln)pl(;n) (4.11)
1=0 1=0

a specialné pro m = 1 odtud vyplyvd Q41 = @r.Q, takze vzhledem k rovnosti Q1 = @
plati @, = Q™.
Plati téz m(n) = 7(0).Q™ (nebot m;(1) = > m;(0).p;; podle (4.7)).
j=0
Symbolem @, = lim @, oznacujeme findlni matici prechodi.

Rikame, Ze stav s; je dosazitelny ze stavu s;, existuje-li takové ¢islo n € N, Ze pg;l) > 0.

Dosazitelnost stavii uréuje do zna¢né miry chovani systému a lze ji zjistovat ze stochastické
matice pfechodt Q. Plati:

(1) Je-li @ stochastickd matice, potom Q™, n =1,2,3, ..., je rovnéZz stochastickd matice.

A 0

0 D
kde A a D jsou ¢tvercové submatice, potom systém nalézajici se v nékterém za stavi
A nemnuze nikdy piejit do stavu D a obracené. Takovou matici nazyvame rozloZitelnou

a mnoziny stavii uzaviené. Patii sem i matice, které lze shodnou permutaci radki
i sloupct uvést do vyse uvedeného tvaru.

A 0

C D
kde A a D jsou ¢tvercové submatice, potom pravdépodobnost, Ze se systém bude
nachazet v nékterém ze stavli D se vzristajicim n neroste. Pfechod z kteréhokoliv stavu

(2) Je-li matice @ tvaru

(3) Je-li matice @ tvaru
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submatice D do nékterého ze stavii odpovidajictho A je moZny, ale nikoliv obracené.
Stavy submatice D jsou nendvratné. Analogii je matice

A B

0 D
kdy k nendvratnym stavim vedou pfechody ze stavi submatice A. I v takovém piipadé
byva matice P oznadovana jako rozlozitelnd. Z vlastnosti (2) a (3) plyne: Matice je ne-
rozlozitelnd, praveé kdyz je kazdy stav dosazitelny z libovolného jiného stavu. I zde plati

poznamka, Ze stejnou vlastnost mé stochastickd matice, kterou 1ze shodnou permutaci
radku i sloupct uvést do uvedenych tvart.

(4) Lze-li shodnou permutaci fadku i sloupcii uvést matici @ do tvaru:

0 0 Ay . O

kde A; jsou ¢tvercové submatice, nazyvame takovy systém periodickym s periodou n.

V ptipadé, ze stochastickd matice ) neni rozlozitelna nebo periodicka, plati, ze limita vektoru
absolutnich pravdépodobnosti pro n
lim 7(n) =n(c0) =7 (4.12)
n—oo
se bliz{ kone¢nym hodnotam g, 71, 72, ..., nezavislym na poc¢ateénim rozlozeni w(0). V tomto

pfipadé je systém staticky ustaleny a matici ), kterd je vytvorena z pravdépodobnosti
prechodt, jez vedou systém do ustaleného stavu, fikdme ergodickd.

Markovovy procesy

O Markovové procesu (X (t))ier mluvime tehdy, jde-li o ndhodny proces s Markovovou
vlastnosti (6), se spojitym Casem a diskrétnimi stavy.

Pro pravdépodobnosti pfechodt p;;(¢,t + 7) definované vztahem (7) pfedpokladejme
existenci limit:

pij(t,t—FT)
T

1 _pii(tat+ T)
T

%7 (t) = lim7_>0

aii(t) = limTHO > 0.

Prva z téchto limit predstavuje intenzitu pravdépodobnosti prechodi ze stavu i do stavu
j, druhd limita je intenzitou pravdépodobnosti vystupu ze stavu i. Intenzity mohou byt
obecné zavislé na Case t a stavu, ve kterém se systém nachéazi.

Déle se budeme zabyvat pouze homogennimi Markovymi procesy, u nichz intenzity a;; :=
a;j(t) a pravdépodobnosti prechodt p;;(7) := p;;(t,t + 7) nezavisi na case.

Pro sledovani diskrétnich zmén stavii ve spojité probihajicim ¢ase vyjadiime z (8) Chapmanovy-
Kolmogorovovy rovnice v tvaru:

pij(t+7 Zp“‘ Prj(7T) = pij(t).pj;(7) + me Prj (T (4.14)
k#1
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Celou rovnici vydélime 7:

piy(t+7)—piy(t) _ 1 —pi(7) o Pri(T)
. = —py(t)———=+ szk(t)- . (4.15)
k#j
a pro 7 — 0 za predpokladu homogenity ndhodného procesu

d
i (1) = =iy ().az; + > pin(t).ar;. (4.16)
ey

Obdobné dostaneme z (4.7) pro absolutni pravdépodobnosti ;(t) = p(X(t) = s;) sou-
stavu linearnich diferencidlnich rovnic:

d
g™ O = =itz + D pe(t)-ar; (4.17)
k#j
Tuto soustavu lze vyjadrit maticove:
d
aﬂ'(t) =m(t)A (4.18)

kde kvazistochastickd matice intenzit pravdépodobnosti prechodi je:

—all a9 A1n,
a1 —az2 ... Q2

A= " (4.19)
an1 an2 e Qpn

Je-li matice A ergodicka, pak existuje vektor findlniho rozlozeni stavi
m(oo0) = lim = (t) (4.20)
T—00
nezévisly na pocatecnich podminkéch. V tomto pripadé hovofime o tom, ze se Markovovsky
proces statisticky ustalil.
Zajim4-li nds v chovani systému, ktery je popsdn soustavou diferencidlnich rovnic (18),

resp. (17), pouze statisticky ustéleny staciondrni stav, potom limitni pravdépodobnosti
vzhledem ke vztahu (20) uréime ze vztahu

m.A=0, (4.21)

kde slozky vektoru 7 jsou vazany podminkou
Z ™ j = 1.
J

RozepiSeme-li maticovy soucin (21) , obdrzime soustavu linearnich rovnic

ai1.m + a12.m 4+ ... + a1, = 0
a91.71 + a99.m3 + ... + aop.m, = 0

(4.22)
Ap1-T1 + Ap2. Mo + ... + G- = 0,

jejimz feSenim urcime ;.

Pro zapis soustavy linedrnich rovnic (22) nemusime mit sestavenou kvazistochastickou
matici. Staci, mame-li znazornén orientovany graf prechodu, jenz je ohodnoceny intenzitami
prechodt do néaslednych stavi.
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4.3 Modely systému hromadné obsluhy

4.3.1 Kendallova klasifikace

Chceme-li stru¢né a pfehledné vyjadrit typ systému hromadné obsluhy podle jeho zédkladnich
charakteristik, pouzivame bézné ustaleného symbolického oznaceni, které v teorii hromadné
obsluhy zavedl D.G.Kendall. V jeho klasifikaci jsou systémy tfidény podle t¥i hlavnich hle-
disek. Podle:

e typu stochastického procesu popisujiciho pfichod pozadavku k obsluze,
e zakona rozlozeni délky doby obsluhy,
e poctu obsluznych linek, jez jsou k dispozici.

Informace o téchto tfech charakteristikdch je zakédovana ve tvaru X/Y /¢, kde na misté X
a'Y jsou velkd pismena a ¢ je pfirozené ¢islo (popf. 0o), které znaéi pocet obsluznych linek.
Za X a'Y je dosazen vzdy jeden ze symbola M, D, G, E,, K,,, GI.

Vyznam téchto symbolt vysvétluje tabulka 4.1.

Tabulka 4.1:
symbol | X Y

M Poissoniiv proces prichodti tj. ex- | exponencidlni rozlozeni doby ob-
ponencialni rozlozeni vzajemné | sluhy
nezavislych intervali mezi pfi-
chody

By Erlangovo rozlozeni intervall | Erlangovo rozloZzeni doby ob-
mezi prichody s parametry A a k£ | sluhy s parametry A a k

K, rozlozeni x? intervall mezi pfi- | rozlozeni x? doby obsluhy
chody, n stupnu volnosti

D pravidelné deterministické pii- | konstantni doba obsluhy
chody

G zaddné predpoklady o procesu pfi- | jakékoliv rozlozeni doby obsluhy
chodu

GI rekurentni proces pfichodt

4.3.2 Markovovské systémy

Systémy M /M /n jsou pomérné jednoduché a snadno analyticky FesSitelné. K zachyceni jejich
hlavnich vlastnosti vystac¢ime s teorii Markovovskych procest. Systémy M /M /n se v teorii
hromadné obsluhy studovaly od samych jejich pocatkl, a to nejen pro jednoduchou struk-
turu, ale také proto, ze v Cetnych konkrétnich pripadech déavaji vhodny teoreticky model
systémd, jehoz prostfednictvim mizeme ovérit vysledky ziskané simula¢nim fesenim.

Obecné FesSeni

Predpokladejme homogenni Markovovsky systém popsany intenzitami pravdépodobnosti
prechodt
Aiit1 = iy Qigli = i, Qg = Aj + iy proi € N
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Ostatni intenzity jsou nulové.

Stavy s € & = N se zpravidla interpretuji jako pocty pozadavkd v systému. Prechod ze
stavu s do stavu s + 1 pak odpovida pfichodu nového pozadavku, prechod do stavu s — 1
ukonceni obsluhy jednoho pozadavku. Intervaly mezi prichody maji pro markovovsky systém
v kazdém stavu exponencialni rozlozeni pravdépodobnosti. Odtud téz napriklad vyplyva, Ze

. P1i4\T
Gii+1 = lim CeSa A (7)
’ T—0 T

1
= limr—o=—P(X(t+7) =i+ 1X(t) = i) =
T

1
lir% —p( ?v intervalu (¢,t + 7) pfijde 1 pozadavek” ) =
T7T—0 T

1
hH(l) —p( ”interval mezi p¥ichody pozadavki” < 7)=
T—0 T

1 1—e M7
lim —F(7) = lim ———— = \,.

T—0 T T7—0 T

Oznacime-li vektor rozlozeni stavi p(t) = (p1(t),p2(t),...), mizeme podle (17) p¥imo
psét rovnice popisujici tento systém:

d
Epo(t) = —Xopo(t) + pap1(t)
d
%pk(t) = Me—1Pk—1(t) — Ak + pie) - () + prrr1pr+1(t)  VEk > 0. (4.23)

Pravdépodobnosti pk(t) dostaneme FeSenim této soustavy rovnic s pfihlédnutim k pod-
(o]
mince > pp(t) = 1 a k pocétedni podmince dané rozlozenim pravdépodobnosti pg(0),
E=0
k=1,0,2,... Mnohdy se zajimame jen o limitni chovani systému pfi ¢ — oo, tehdy zejména
o limity tlim pe(t) = pr, k = 0,1,2,... Ty vyjadfuji rozloZeni pravdépodobnosti uré¢itého
— 00
poctu pozadavka v systému, ktery je v danych podminkach bez preruseni po dlouhou dobu
a stacil se stabilizovat; zmény v systému probihaji podle ustileného fadu, jenz je nezavisly
na stavu systému. Limity ppi dostaneme tak, Ze poloZime ve vztahu (23) vSechny derivace

na levych stranich rovny nule a na pravych strandch odstranime zévislosti na t. Dospé&jeme
tak k soustavé linearnich algebraickych rovnic

Ao—1Pk—1 — Ak + p)Pr + tikt1.Pk41 =0 Yk >0
—Xo-po + p1-p1 =0, (4.24)

o0

k nimZ je nutno pfipojit podminku Y  pr = 1, aby feSeni mélo pravdépodobnostni vyznam.
k=0

Soustavu budeme Tesit zavedenim substituce:

2k = —ApDPk + Mr+1Dk+1  Vk € N. (4.25)
Soustava (24) tak nebude tvaru:
zZo = 0
zr—2k1 =0 VEk>D0. (4.26)

Reseni této soustavy je trividlni, z, = 0 pro viechna k € N. To oviem znamen4, Ze podle
(25)

A
Pk+1 = —k.pk Vk e N (427)
Hk+1
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a tedy

kﬁl

i

Akl A1A i

pp = SEmL L0 gy =0 Yk > 0. (4.28)

H--- 2 b1
‘H1 122
i=

o0
Pfitom ovSem musi byt splnéna podminka > p, = 1, tzn.
k=0

i=0 _
P+ [ =1
k=1

k—1
o0 IT X
Oznacme S:=1+ > [ &2 . Pokud tento soucet existuje, je:
k=1 IT wi
i=1
po=5"
k=1
IT A
pr="2—S5"1 Vk>0. (4.29)

H 122
i=1

Vidime, Ze nutnou podminkou pro existenci ustaleného rozloZeni stavii p(co), pro které
byly sestaveny rovnice (24), je aby S < co. Pro posouzeni této podminky lze vyuzit fady

k—1
S(z)=14) =2~ (4.30)
F=1TT
=1

Je-li R polomér konvergence fady S(z) a plati-li R > 1, pak S = S(1) existuje a sys-
tém ma ustaleny stav. Pro R < 1 je systém nestabilni, pro R = 1 nelze obecné zavér o
stabilité ucinit. Tyto dtvody vedou k zavedeni veli¢iny p := R, zvané vyuziti obsluhy. Pod-
minka stabilizovatelnosti systému je p < 1. Hodnotu p lze stanovit nap¥. pomoci Cauchyova-
Hadamardova kritéria:

n

n—1
IRV I Y

An
p = limsup | ——: 2— = limsup . (4.31)
n—00 as . n—oo Mn41
IT wi 1;[:“1
1

Systém M/M/1

Systém M/M/1 je charakterizovan takto: pozadavky pfichéazeji do systému jednotlivé, na-
vzédjem nezdvisle a nezavisle na chodu vlastni obsluhy, ato tak, ze intervaly mezi jejich
pfichody jsou nezavislé ndhodné velic¢iny s exponencialnim zakonem rozlozeni pravdépodob-
nosti s konstantnim parametrem A, 0 < A < oo; parametr \ nezavisi ani na case, ani na
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okamzitém stavu systému. Pozadavky, které nemohou byt okamzité obslouzeny proto, ze
jedinéd obsluzna linka je pravé obsazena, ¢ekaji v jednoduché neomezené fronté. Do fronty
se fadi tak, jak pfisly, bez predbihani a piednosti, z fronty piedcasné neodchézeji. Délka
obsluhy je ndhodné veli¢ina s exponencidlnim rozlozenim pravdépodobnosti, s parametrem
uw=1/Ty, 0 < u < co. Po skonéeni obsluhy pozadavky systém ihned opoustéji.

Oznacme X (t) pocet pozadavki, které jsou v okamziku ¢ pravé ve sledovaném systému.
Je-li X(t) = 0, je systém prazdny a obsluha stoji; pti X(T') > 0 je jeden pozadavek obslu-
hovén a ostatni ¢ekaji ve fronté. Vzhledem k ndhodnému charakteru systému tvoii (X (¢))
stochasticky proces. Proces (X(t)) je homogenni a markovovsky. Je-li v okamziku ¢ > 0
skuteéna hodnota X (t) = j, mtze se tato hodnota zménit pfichodem dalsiho pozadavku na
j + 1 anebo (je-li j > 0) dokonéenim pravé probihajici obsluhy na j — 1.

V souladu s oznacenim v odstavci 4.3.2.1. lze tedy tento systém popsat intenzitami
pravdépodobnosti pfechodt

Ai =2A, fiy1=p pro vsechna ¢ € N.

Pro urceni ustalenych pravdépodobnosti nejprve stanovime

o0 A k 00 B
—14Y (3) = A
=1 \F k=0
kde p = A/ ve shodé s (31). Hledané pravdépodobnostni rozlozeni stavii tedy je

pe = p (1= p).

Pocet pozadavkil ve stabilizovaném systému ma tedy geometrické rozlozeni pravdépo-
dobnosti s parametrem p. Na zékladé pravdépodobnosti p; urc¢ime dalsi charakteristiky
systému.

Primérny pocet pozadavku v systému

Lq:ikzp ka“ p(1—p)~t
k=1

a rozptyl tohoto poctu
Zk2pk —pP1=p) 2 =p(l-p)~2

Primérny pocet pozadavki ve fronté

Ly = kak+1 =(1- kak L= p2(1—p) !

a rozptyl tohoto poctu
PP(L+p—p*)(1—p)~2
Oznacme t,,k dobu, po kterou bude muset ¢ekat ve fronté pozadavek, jenz byl v okamziku
t' svého prichodu do systému pravé k-tym ve fronté; tento jev mé pravdépodobnost py.
Doba t,k je ovsem nahodnd, sklada se jednak ze zbytku doby obsluhy pozadavku, ktery
byl v okamziku t' pravé v obsluze a dale z uplnych dob obsluhy vSech k — 1 pozadavkt
stojicich ve fronté pfed nasim pozadavkem. To vSe jsou navzajem nezavislé ndhodné velic¢iny
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a kazda z nich ma exponencialni rozlozeni pravdépodobnosti s parametrem p. Velic¢ina ¢,k
ma rozlozeni Erlangovo s parametry p a k. Tedy

p(twk >

, k=1,2,..; w>0,
7=0

nebot t,k > w znamené, ze v intervalu délky w byla ukonéena obsluha nejvyse & — 1 poza-
davki a rozlozeni po¢tu obchodi je Poissonovska. Pozadavek, ktery nalezl systém prazdny,
byl vzat do obsluhy bez ¢ekani:

p(tw0=0) =

Podle vzorce (3”) o tiplné pravdépodobnosti uréime rozlozeni doby ¢ekani ¢,, libovolného
nahodné vybraného pozadavku; pro w > 0

Pty >w) = Zpkp(twk > w) =
k=0
0 k—1 ;
- Z(l — p)pFe ()’ _
!
k=1 =

50

-

= (1-p e’“”pZ[
(n

1
— pe—uwe)\w = pe” Jw
Pfitom p(t, =0) =po=1—1p

Takze zakon rozlozeni procekané doby se sklada ze dvou slozek: z diskrétniho skoku
o velikosti 1 — p v bodé 0 a ze spojité slozky exponenciidlniho typu s parametrem p — A
pro w > 0. Pravdépodobnost p(t,, < 0) je rovna nule. Tomuto rozdéleni odpovida stfedni
hodnota

Tw=E(tw) = pn— A"

a jeji rozptyl
D(tw) = p(2 = p)(u — A) 2

Celkova doba t, stravend pozadavkem v systému se od doby t,, lisi jen o dobu jeho
vlastni obsluhy, coz je opét nahodna veli¢ina s exponencidlnim rozlozenim pravdépodobnosti
s parametrem pu, nezavisla na t,,. Pro w > 0 dostavame analogicky jako jako pro t,, vztah

— i i e Hw rp' (/-“.U)j — 6_(“_/\)w.

|
k=0 j=0 J: j=07r=0 J:

Ea

t>w

Stfedni hodnota velic¢iny ¢,:
T,=E(ty) = (u—N"" ajeji rozptyl je (u— )2

Toto odvozeni zédkont rozlozeni pravdépodobnosti dob ¢, a t, plati pouze pro stabilizovany
systém, a tedy nutné predpoklada nerovnost A < u. Tato nerovnost znamend, ze pii plném
vytizeni je obsluzna linka schopnd za jednotku ¢asu obslouzit v primeéru vice pozadavki, nez
jich do systému prijde. Naopak nerovnost A > u by znamenala, Ze celkova kapacita obsluzné
linky je nedostatecna, linka nestaci zvladnout tolik pozadavki, kolik jich pozaduje obsluhu;
v tomto pripadé fronta neomezené nartusta.
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Mohlo by se zdat, ze idealni by méla byt rovnost A = u, ale ve skute¢nosti napjata casova
bilance takového systému bez rezerv vede k tomu, Ze se systém nestabilizuje; kazda casova
ztrata se tu jevi nakonec jako nenahraditelna.

Pravdépodobnosti p;, a rozlozeni t,, a ¢, jsou hlavnimi charakteristikami, které zajimaji
zékazniky. Z hlediska provozovatele systému je vSak zajimavé i vyuzivani systému. Obsluzna
linka pracuje primérné 60p minut v hodiné. VyuZzivéa se ji na 100p %.

Jednou z ¢asto zkoumanych charakteristik systém® hromadné obsluhy jsou téz rozlozeni
délky period nepftetrzitého chodu obsluhy. Pro systém M/M/1 lze toto rozloZeni odvodit
tvahou: Vezmeme homogenni markovovsky proces Y stejného typu, jako je proces X po-
pisujici chod systému M/M/1 jenom s tim rozdilem, Ze v procesu Y je intenzita pfechodu
ap1 = Q.

Pfislusné pravdépodobnosti pg(t) procesu Y vyhovuji rovnicim:

d

apo(t) = uUp1 (t)a
%pl(t) = —(A 4 w)p1(t) + ppa(t),
%Pk(t) = Apk-1(t) = A+ pw)pr(t) + ppra (t)  k=2,3,...

V kladnych hodnotach probihd proces Y podle stejnych zakonitosti jako proces X,
jakmile vsak v nékterém okamziku dospéje k hodnoté nula, ztistaneme v tomto stavu navzdy.
Resme tuto soustavu rovnic s podminkou Y px(t) = 1 pro po¢ateéni podminku p; (0) = 1.

k

Potom py(t) bude pravdépodobnost, Ze se béhem intervalu (0,t) proces Y dostal z po¢é-
tecni hodnoty Y (0) = 1 do hodnoty Y (¢) = 0. Tedy po(t) je pfimo distribu¢ni funkei periody
nepfetrzité obsluhy systému M /M/1.

Stfedni hodnota doby nepfetrzitého chodu obsluhy je rovna (1 — \)~! a jeji rozptyl je
(H+N)/ (=)

Mezi intervaly nepfetrzitého chodu obsluhy lezi intervaly, v nichZ obsluzna linka nepra-
cuje. Ty maji ovSem vSechny stejné exponencialni rozloZeni s parametrem )\, takze jejich
pramérna délka je %

Frontové rady

Frontovym fadem nazyvame souhrn pravidel, jez urcuji, jak se v daném systému hromadné
obsluhy pozadavky fadi do fronty a jak jsou z ni vybirdny do vlastni obsluhy.

Od rddného frontového rddu, v némz se zachovava poradi pozadavka v pribéhu celé doby
od okamziku vstupu do systému az do okamziku odchodu pozadavku po ukonceni obsluhy,
se mohou jiné Fady liSit jednak pravidly fazeni prichazejicich pozadavku do fronty, jednak
pravidly vybéru pozadavkl z fronty do obsluhy. Jestlize se pfi uvolnéni obsluzné linky bere
jako dalsi ten pozadavek, ktery stoji pravé ve fronté na poslednim misté, jde o inverzni
frontovy Fdd.

Pii studiu systéma s inverznim frontovym fadem je tfeba si predevsim uvédomit, ze
fada vlastnosti systému M /M /1 se nijak nezméni, zménime-li v ném radny frontovy fad za
inverzni. Samotny proces (X(t)):er zachycuje pouze celkovy poéet pozadavki v systému,
ale nijak neregistruje jejich pofadi. Nezméni se ani pravdépodobnosti p;z(7), ani limity py.
Stejny bude i pramérny pocet pozadavku ve stabilizovaném systému, i priumérny pocet po-
zadavku ve fronté. Zméni se vsak rozlozeni doby cekéani pozadavkl ve fronté, resp. doby
stravené pozadavkem v systému. Pozadavek Z, ktery pfi svém ptichodu zastane obsluznou
linku obsazenou jinym pozadavkem, musi nejprve pockat, az skonci obsluha; tato doba je
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nahodna a ma exponencialni rozlozeni pravdépodobnosti s parametrem p. MuzZe se stat, ze
mezitim prijdou do systému dalsi pozadavky jesté diive, nez pozadavek prijde na fadu. Po-
zadavek Z musi ¢ekat tak dlouho, az se zcela vycerpa fada novéjsich pozadavki a obsluzna
linka se uvolni. Kdyby v systému nebyl pozadavek Z ani zadny jiny pozadavek ”starsi”,
zastavila by se v takovém pripadé obsluha; jsme tu ve stejné situaci s jakou jsme se setkali
pri odvozovani rozlozeni délek period nepretrzitého chodu obsluhy. V pripadé inverzniho
frontového fadu maji ndhodné veli¢iny ¢,,x,k = 1,2, 3, ... vSechny stejné rozlozeni pravdépo-
dobnosti, nezavislé na k:
p(tw =0)=po=1-p
p(tw > w) = p[l = F(w)]  w=0,

F je distribu¢ni funkce délek period nepftetrzitého chodu obsluhy. Vztah T, = p(u — \) 71,
tj. stfedni doba, kterou stravi pozadavek ¢ekanim ve fronté, je pri inverznim frontovém Fadu
stejnd, jako pti fddném fadu. Rozptyl D(t,) = A(p? — p +2)(1n — A) =3 je vétsi, nez rozptyl
pfi fddném frontovém fadu.

Jinym zptsobem vybéru pozadavki z fronty je obsluha v ndhodném poradi.

Ve vsech téchto pfipadech dostaneme rozloZeni ndhodné veliciny ¢,, celkové doby stréavené
pozadavkem v systému, jako soucet t,, a doby obsluhy, tedy

Ty=Ty+p ' =Ty+To=(u—-N",

D(ty) = D(ty) + p~2.

Dalsimi typy frontovych fadu jsou ty, u nichz se méni pravidla fazeni pfichazejicich po-
zadavkid do fronty. Nejznaméjsim a nejvyznamnéjsim prikladem jsou systémy s prioritami.
Pozadavky jsou rozdéleny do nékolika kategorii; uvnitt kazdé kategorie jsou pozadavky rov-
nocenné, ale mezi kategoriemi plati urc¢ita hierarchie prednosti, ktera se projevuje tim, ze se
pozadavky s vyssi prioritou radi pfed vSechny pozadavky s prioritou nizsi. Bude-li v dobé
prichodu pozadavku s vyssi prioritou obsluhovan pozadavek s prioritou nizsi, mohou nastat
tyto pripady:

(1) jeho obsluha je normalné dokoncena (slabé pfednosti)

(2) jeho obsluha je pferuSena a do obsluhy je pfijat pozadavek s vy$si prioritou (silné nebo
absolutni pfednosti) a pfi tom:
(a) pozadavek, jehoZ obsluha byla pferusena, odchazi viibec ze systému, anebo
(b) se vraci do fronty a kdyz se dostane na fadu, pak se
* pokracuje v obsluze tam, kde se prestalo,

* zafind v obsluze znovu od zacatku.

Existuje jesté dalsi varianta osudu cekajicich pozadavkl: dobrovolné odchody z fronty.
Ty mohou byt dvou typu:

(a) ihned pfi vstupu - pozadavek se do fronty viibec nezafadi (rezignace),

(b) po uréité dobé ¢ekani pozadavek ztrati trpélivost a frontu opusti (odpadnuti).
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Systémy M/M/n

Pro stabilizaci systému M /M /1 musela byt splnéna podminka p < 1, ¢ili A < p, jinak
fronta neomezené roste. Prevysi-li vSak pozadavky moznosti obsluhy, lze feSit tuto situaci
v podstaté tfemi zpisoby:

(1) zvysit intenzitu obsluhy, tj. docilit vys§siho parametru,
(2) extenzivné rozsitit obsluhu, tj. zvysit pocet obsluznych linek,
(3) omezit piiliv pozadavk.

Druhé cesta vede k vytvoreni systému s vyssim poc¢tem obsluznych linek. V nasem pti-
padé je to systém M/M/n, 1 < n < oo s fadnym frontovym fddem. Pozadavkim je k
dispozici n nezavislych a rovnocennych obsluznych linek; pozadavky cekaji ve fronté jen
tehdy, jsou-li vSechny linky obsazeny. Fronta je jedna, spole¢na pro vSechny linky.

Uvazujme opét o intenzitdch pfechodt. Pfi jakémkoli poétu pozadavki v sytému je
intenzita A; = A neménné. Jinak je tomu ovSem s intenzitami pfechodd w;. Pro ¢ > n
je obsluhovano n pozadavku, takze intenzita odchodu pozadavkid je npu, je-li p intenzita
odchodi z jednoho mista obsluhy. Pro i < n je pouze i obsluh ¢innych, tzn. p; = iu. To
znamena, ze

Vidi=A, ;i =iuproi<mn, [ =nW Pproi>n.

Graf prechodt je na obr. 77
Pro ziskani rozloZeni poctu pozadavkl v systému opét nejprve stanovime

pP=——
ny

n—1 )\k [e%s} )\k A
S=1+ Z NG + Z S takze polozime — li w := ;,
k=0

k=n

) n—1 wk nn oo w .
Do = Z m + ) Z(g) .
k=0 k=n

Déle
k
w
Pk = yPo (k <n),
wk k—n
Pk = g PO= P Pn (k> mn). (4.32)

Z pravdépodobnosti p; vypocteme dalsi charakteristiky stabilizovaného systému.
Pravdépodobnost okamzité obsluhy pozadavku bez ¢ekani:

n—1 n—1 wk
Zpk = Po Z Tk
k=0 k=0

Pozadavek bude c¢ekat s pravdépodobnosti:

oo n o n
= = po— > ()F = poe(1—p) = pa(1—p) "
n! n n!
k=0

k=n
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Primérny pocet pozadavki ve fronté:

o0 oo
Ly =Y mnir=pny_rp" =pup(l—p) 2 =
r=0 r=0

wntl 1

n—1)!(n—-w)?

Zpo(

Primérny pocet obsazenych linek:

V—kak+ Z npk—pozk

k=n+1 k=n-+1
N N A
T P IEARR N R
k n! n I
k=0 k=n

Volnych obsluznych linek je primérné n — v = n(1 — p).
Primérny pocet pozadavkt v systému:

n

qukpk—zkpk+ Z kpr =

k=n-+1

—kak+ Z npy + Z —n).pr =w+ Ly

k=n-+1 k=n-+1
Rozlozeni doby cekani t,,: Odvodili jsme, ze pozadavek bude cekat s pravdépodobnosti ,
éli p(ty, > 0) = 7 =1 — p(ty, = 0). Oznaéme t,k,k = 1,2,3,... dobu, kterou proceka
poZadavek, jenz se v okamziku svého pfichodu do systému postavi na k-té misto ve fronté,
tzn. Ze zustane v systému pravé k+mn — 1 pozadavkl, n v obsluze, k — 1 ve fronté. Pro w > 0
je
(oo}
Pltw > w) =D puyr-ap(tur > w), (4.33)
k=1

p(twr > w) je pravdépodobnost, ze béhem ¢asového intervalu délky w skonéi obsluhu nejvys
k — 1 pozadavku, pricemz n linek je stale v provozu. Pocet ukoncenych obsluh za téchto
podminek ma Poissonovo rozlozeni pravdépodobnosti s parametrem nuw, takze

k—1

J
Pltur > w) = 3 eww(’“}f"). (4.34)
Jj=0 ’
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Dosazenim do (33) za ppix—1 z (32) a za p(tyr > w) z (34) dostaneme pro w > 0:

> w) = So(Dp, Y ey

|
k=0 j=0 J:
> w (npaw)?
= ey
k=0 j=0 " J:
= p efnpwi (n,uw)J i(f)k —
" _ 4! n
Jj=0 k=j
B [e'¢] (nuww)] W .
_ npw n 1—= —
pemey Sl -2
7=0
= pa(1-— %)7167(71“7)\)10 = e~ (H=Nw, (4.35)

Doba ¢ekani na obsluhu se skldda z diskrétni slozky (skok o velikosti 1 — 7 v bodé nula) a
ze spojité slozky exponencidlni (35) s parametrem ny — A. Stfedni hodnota je

™
T, = E(t = )
rozptyl
Dt )_7r(2—7r)
Y =N

Obdobné charakteristiky bychom mohli odvodit i pro ndhodnou veli¢inu ¢, — celkovou dobu,
kterou stravi pozadavek v systému.

Systém M /M /n se v nékterych smérech lisi jen nepodstatné od systému M/M/1 s n-
nasobnym parametrem rozlozeni doby obsluhy. Ty vlastnosti systému, které jsou nezavislé
na osudu pozadavkl po jejich vstupu do obsluhy, zistédvaji stejné, at je zvySeni kapacity
dosazeno extenzivné nebo intenzivné. Plati to napf¥. pro délku fronty, dobu ¢ekani ¢,, i pro
rozlozeni period nepfetrzitého chodu obsluhy. V systémech M/M /oo je kazdy pozadavek
obslouzen ihned, bez ¢ekéani. Takovému systému se mizeme libovolné pfiblizit, volime n
dostatecné velké, aby néktera charakteristika (napf¥. T,,) byla dostate¢né mald, resp. blizka
obdobné charakteristice systému M /M /oo.

Pro systémy M /M /oo jsou pravdépodobnosti

wk wk

pk:poﬁze*wﬁ k=0,1,2,..

Pfi rozhodovani o poctu n se stfetavaji zajmy zakaznikl a provozovatele obsluhy. Jednou
cestou k feSeni je konstrukce systémt hromadné obsluhy s proménnym poctem obsluznych
linek. V systému je vedle urcitého poctu n linek, které jsou neustéle k dispozici, jesté nékolik
dalsich, které se uvadéji do cCinnosti podle potieby tak, aby fronta cekajicich pozadavka
nepfekrocila urcitou mez.

Systémy s omezenou délkou fronty

Zavedeni moznosti ztrat pozadavkid v daném systému hromadné obsluhy mtze byt jednou

z cest, jak TeSit rozpor mezi nedostate¢nou kapacitou systému a pozadavky na obsluhu.
Uvazujeme systém typu M/M/n s parametry A a p, ve kterém je maximalni pocet

pozadavku c¢ekajicich ve fronté dan ¢islem r > 0: kazdy pozadavek, ktery pfijde v okamziku,
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kdy délka fronty je praveé r, je odmitnut. Pocet pozadavki v systému se mize ménit od nuly
do n + r. VSechny pravdépodobnosti pg(t) pro k > n + r jsou nulové, intenzity pfechodu
jsou (viz obr. ?77?)

A =Aprok <n+r, A =0prok>n+r,
i = kp pro k < n, pe=npupron<k<n+4r,
pr =0prok>n+r,

Reseni tohoto systému ziskdme, polozime-li w :=

)

o0 k n T
. - w w S k
=S= a2
k=0 k=1

ok
Pk:PoF pro0 <k <n,

= I~

_ wk _ Wik—n <k<
Pk—pom—pn(g) pron<k<n+r.

Dn+r znamend pravdépodobnost ztraty pozadavku,
n—1

> pr pravdépodobnost, Ze pozadavek bude obslouzen bez ¢ekéni,
k=0
r—1
>~ Pn+r pravdépodobnost, Ze bude pozadavek nucen ¢ekat,
k=0

n4r
L, = > kpj pramérny pocet pozadavkll v systému,

k=1

T

L, = Z kppn+r prumeérny pocet pozadavki ve fronté,

v= Z kpr +n Z Ptk = w(l — ppayr) pramérny pocet obsazenych obsluznych linek.

Charakterllstlky VztahuJ101 se k dobé ¢ekanti t,, je tfeba brat jako podminéné — za podminky,
ze nedoslo ke ztraté pozadavku.

Doby cekani t,,, maji stejna rozlozeni pravdépodobnosti jako v systému s neomezenou
frontou. Pro w > 0,k = 1,2, ..., dostavime rovnici

r—1 k :
w _ npw)’
Pty >w) = ZCpn+k 1p(twk > w) ZCpn E)’“Ze "“w%=
k=1 7=0
o0
-~ k _
= cpn / n,udyf
- w

(4.36)

npw
kde za ¢ dosadime bud (1 —p,, )~ !, uvazujeme-li rozlozeni doby t,, za podminky, Ze nedoslo

-1
r—1

ke ztraté, nebo , je-li podminkou, ze [Z pnﬂ} , pozadavek skutec¢né cekal. V prvnim
=0
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n—1 n+r—1
pripadé je t¥eba k (36) pfipojit p(t, = 0) = > pr/ >. bk, ve druhém piipadé p(t, =

k=0 E=0
0) =0.
[eS) & k i
Rovnost (=) plyne ze vztahu [ e *2:dz = 3 e‘f“;—'!, ktery lze dokdzat postupnou inte-
i=0

xr
graci per partes.

Pro prvni piipad bude platit, je-li p = (n—%3
r—1 w” r—1 k
k41 T 2reo(k+1)p
Tw = E(tw) = Zcpn-‘rk} ( (n )) = n—1 u')k kw'(’)‘ - 1 '
k=0 H n {Zk:OWJ’_ ar(L=pr)(1=p)” }

Ve druhém piipadé

1 1-p — 1 1 u
T = B(t) = pog = Sk = (- ).

Pii r — oo dostaneme systém M /M /n s neomezenou frontou. Druhym meznim pfipadem je
r =0, v tomto pripadé dostaneme feSeni

-1

J
e b e N L S

Pravdépodobnost ztraty je p,, praimérny pocet pozadavkid v systému je roven poc¢tu obsa-
zenych linek:

L,=v= Zk.pk =w(l —py).
k=1
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Kapitola 5

Modelovani nahodnych jevt
a metoda Monte Carlo

5.1 Nahodné veliciny

K popisu ndhodnych hromadnych déji potfebujeme obecné ¢iselné tidaje; pritom tyto udaje
nejsou konstantni, nybrz vykazuji ndhodné vychylky. Takovou nahodnou ¢iselnou hodnotou
je naptiklad vysledek jednoho hodu pfi hfe s kostkou; jinym prikladem muze byt tfeba pocet
volani, kterd pfijdou na telefonni tstfednu v daném Casovém intervalu, nebo pocet atomu
radioaktivni latky, které se v .daném casovém intervalu rozpadnou.

Chceme-li charakterizovat néjaky c¢iselny udaj, musime védét, které hodnoty prichazeji
pro néj v uvahu a s jakymi pravdépodobnostmi téchto hodnot nabyva. Veli¢iny tohoto druhu,
zavisejici na nahodé, se nazyvaji ndhodnymi velicinami. Nahodné veli¢iny pouzivame pre-
vazné tam, kde nevystacime jen s otdzkou, zda ndhodny jev nastal nebo nenastal. Definici
ndhodné veli¢iny X : @ — R definované na pravdépodobnostnim prostoru (2, R,p) jsme
podali v odstavci 4.2.1.

K vySetfovani ndhodné veli¢iny X na pravdépodobnostnim prostoru (2, R,p) jsme defi-
novali jeji pravdépodobnostni rozlozeni prostfednictvim distribu¢ni funkce

F:R—(0,1), F(z) =p(X < x)

(p(X < z) :=p({w € QX (w) < z})). Pfipomerime, zZe distribuéni funkce F' ndhodné veli¢iny
X na pravdépodobnostnim prostoru (2, R, p) ma tyto vlastnosti:

1. F je neklesajici funkce

2. lim F(z)=0

3. mlingo F(z)=1
4. Vx € (—oo,00) F(z)€(0,1)
5. p(x1 < X < mg) = F(xg) — F(x1)

Reknéme, Ze nahodna veli¢ina X je spojitd, existuje-li integrovatelna funkce f : R — R™*
tak, ze

VreR F(Jc):/f(a:)dx
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Funkci f nazyvame hustotou spojité ndhodné veli¢iny x. Z vét o integralech vyplyva, ze
distribuéni funkce spojité nahodné veli¢iny je spojitou funkci a Ze pro hustotu této veli¢iny
plati

VieR-M F'(z)= f(x)
kde M je mnozina miry nula.

Néhodnou veli¢inu X, kterd mé spocetnou mnozinu hodnot, nazyvame diskrétni nahod-
nou veli¢inou. Distribu¢ni funkce diskrétni nahodné veli¢iny je schodovitou funkci.

Vlastnosti diskrétni a spojité nahodné veli¢iny

Necht X je diskrétni ndhodnd veli¢ina, nabyvajici hodnot z koneéné mnoziny M. Pak na
mnoziné M definujeme funkei f(z1) vztahem:

flz))=plx=2;) pro xz, €M

Tuto funkci nazyvame frekvencni funkci ndhodné veliciny X. Pro distribuéni funkci F'(x)
ndhodné veli¢iny X, jez nabyva hodnot z mnoziny M a mé frekvenéni funkci f(z;), plati:

F(z) = Z f(zi) atéz Zf(xi)zl

r, EM,x; <X z, €M

U spojitych ndhodnych veli¢in plati p¥i spojitosti distribucni funkce, Ze p(X = z) = 0.

Necht Xje spojitd ndhodné veli¢ina s distribuéni funkei F(x), jez je spojitd a po Cés-
tech hladka na oboru I ndhodné veliciny X, kde I je spojitd podmnozina redlnych cisel.
Uvazujeme-li nyni interval (x,x + h), pak pravdépodobnost, Ze hodnota ndhodné veli¢iny X
padne do tohoto intervalu je

plr <X <z+h)=F(x+h)—F(z).

Budeme-li nyni uvazovat délku intervalu h — 0 a zaroven hodnotu pravdépodobnosti znor-
mujeme podélenim této hodnoty délkou intervalu h, pak dostaviame vztah:
ple <X <wx+h) . F(xr+h)—F(x)

lim = lim
h—0 h h—0 h

V pripadé, ze distribu¢ni funkce méa v bodé x derivaci, plati

<X
limp(ar:_ <x+h)

h—0 h (l‘)

Ma4-li funkce F(z) v bodé x derivaci, pak zde existuji derivace zprava a zleva. Je-li F(x) po
castech hladka, pak jeji derivace neexistuje pouze ve spocetné mnoha izolovanych bodech.

Ma-li distribu¢ni funkce nahodné veli¢iny X derivaci na celém oboru hodnot I C R, pak
dostévame funkei f(z)

f(a) = F'(x)

a nazyvame ji funkci hustoty pravdépodobnosti spojité ndhodné veliciny X.

Necht X je spojitd ndhodnd veli¢ina s distribuéni funkci F'(z); pak funkei hustoty prav-
dépodobnosti ndhodné veli¢iny X budeme nazjvat kazdou funkci f(x), pro niz plati tyto
vztahy:

1. f(z) >0proz € R
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oo

2. 7[ fl@)dx =1

x

3. F(z) = 7[ f(&)de proz € R

Rozlozeni spojité nahodné veli¢iny byva nejcastéji popsano funkci hustoty pravdépodobnosti.
Dale plati vztah:

(a1 < X < ) = / £(€)de

Charakteristiky nahodnych velic¢in

Jak jiz bylo feceno, ndhodné veli¢ina je charakterizovdna vymezenim oboru hodnot a zna-
lostmi pravdépodobnosti ve formé distribu¢ni funkce, pfipadné funkce hustoty pravdépo-
dobnosti u spojitych ndhodnych veli¢in, nebo frekvencni funkce u diskrétnich nahodnych
veli¢in. Tento popis je vS8ak mnohdy neprehledny a nevhodny k praktickym aplikacim. Proto
zavadime nékolik ¢iselnych hodnot, které ndhodnou veli¢inu charakterizuji. Tyto hodnoty
nazyvame charakteristikami ndhodné veli¢iny. Charakteristiky miZzeme rozdélit:

e Charakteristiky polohy, které maji obecné vystihnout polohu rozloZeni na pfimce
(obecné v r-rozmérném euklidovském prostoru), tj. posunuti vzhledem k pocéatku. Nej-
Castéjsi charakteristikou je stfed, dalsimi charakteristikami polohy jsou modus, median
a kvantily.

e Charakteristiky variability, tj. rozsahu kolisani hodnot ndhodné veli¢iny kolem st¥edu;
mezi charakteristiky variability patii rozptyl nahodné veli¢iny a smérodatna odchylka.

e Charakteristiky $ikmosti obecné udévaji nesymetri¢nost rozlozeni pravdépodobnosti
nebo Cetnosti.

e Charakteristiky $picatosti porovnavaji variabilitu rozlozeni ve stfedu a na krajich de-
fini¢niho oboru.

Tyto charakteristiky lze stanovit riznym zpusobem. Nejuzivanéjsim a nejpropracovanéjsim
zpusobem je urceni charakteristik na zékladé momenti. RozliSujeme obecné momenty (ve
vztahu k pocatku) a centralni momenty (ve vztahu ke stfedu rozloZeni). Obecné momenty
definujeme:

a) je-li X diskrétni ndhodnd veli¢ina s frekvenéni funkei f(x;) a mnoZzinou hodnot M,
pak obecny moment k-tého fadu je dan vztahem:

me(X)= > aff(x;) kde k=1,2,..

x, €M

b) je-li X spojitd ndhodna veli¢ina s funkci hustoty f(z;), pak obecny moment k-tého
fadu je definovan vztahem:

mk(X):/:Ekf(x)dac kde k=1,2,..
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Takto definovanych momentd nyni pouzijeme k formulaci zédkladnich charakteristik nahod-
nych velicin.
Stredni hodnotou ndhodné veli¢iny X rozumime ¢islo E(X) definované vztahem:

a) je-li X diskrétni ndhodnd veli¢ina s frekvenéni funkci f(x), pak

E(X) = Z i f (2i)

z, €M

b) je-li X spojitd ndhodna veli¢ina s funkei hustoty f(x), pak

oo

EX) = /xf(m)dw

— 00

Mizeme tedy psit F(X) = mq(X). Stfedni hodnotu ozna¢ujeme téz symbolem .
Na zakladé stfedni hodnoty dale definujeme centralni momenty:

a) je-li X diskrétni ndhodna veli¢ina s frekvenéni funkei f(z;) a oborem hodnot M, pak
centralni moment k-tého fadu je definovan vztahem:

Mp(X)= ) [z — B f ()

z;, €M

b) je-li X spojitd ndhodna veli¢ina s funkci hustoty pravdépodobnosti f(z), pak

Takto zadanym centralnim momentem, vztazenym ke stiedni hodnoté E(X) ndhodné ve-
liciny X, definujeme charakteristiku variability — rozptyl D(X). Rozptyl D(X) nédhodné
veli¢iny X definujeme:

a) je-li X diskrétni ndhodna veli¢ina s frekvenéni funkei f(x;) a s oborem hodnot M, pak
je rozptyl definovan vztahem:

D(X) = Y o — B(X)] f(x:)

x, EM

b) je-li X spojitd ndhodn4 veli¢ina s funkei hustoty f(x), pak rozptyl definujeme vztahem:

Vyuzitim centrélniho momentu pak dostdvame vztah D(X) = Ma(X).

Dalsi charakteristiky ndhodné veli¢iny definujeme takto:
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o Koeficient §ikmosti (nesymetrie) ndhodné veli¢iny X je dan vztahem:

_ M3(X)
ETICSE

o(X) = /D(X)

Jinym vyjadienim sikmosti je koeficient:

= [iten]

Castéji se pouziva koeficientu +; pficemz se znaéi jako 3.

e Koeficient Spicatosti je dan:

6y = MalX)
[0 (X)]*
Nékdy se pouziva koeficientu:
v=03—3

Charakteristiky rozlozeni pravdépodobnosti hodnot ndhodnych veli¢in tedy ziskdme na za-
klad€ jejich obecnych a centralnich momentti. Vypocet téchto momentd podle defini¢nich
vztaht vSak miize byt nékdy problematicky, a proto zde pouzivame momentové vytvorujici
funkce my(z), kterd je definovana vztahem m.(z) = E(e**), kde z je pomocny parametr.
Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X s frekvenéni funkei f(z;) a oborem hodnot M je

ma(z) = 3 e fa)
Tz, €M

Pro spojitou ndhodnou veli¢inu X s funkei hustoty f(z) je

oo

mx(z) = /emf(a;)dx

Postupnym derivovanim funkce m,(z) = E(e**) a dosazenim za z = 0 dostavame:
my(2) = E(Xe™),  m(0) = B(X) = my(X)
" _ 2 zx " _ 2\
my(z) = E(X7e™), m;(0) = E(X7) = ma(X)

Pro vypocet centralnich momentti pak s vyhodou miizeme pouzit substituce:
Y=X-EX)

Pak D(X) = m//(0)
Podobné téz plati D(X) = m/(0) — [m.(0)]2.

x
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5.2 Generovani nahodnych veli¢in

Ponévadz jsou ndhodné veli¢iny ¢iselnymi veli¢inami, mluvime ¢asto o ndhodnych ¢islech.
Nahodna c¢isla potfebujeme jak pro modelovani spojitych, tak i diskrétnich stochastickych
systému; napf. pro modelovani fyzikalnich a chemickych jevi nebo systémt hromadné ob-
sluhy, tak napf. pro nadhodné vybirani z mnoha variant, jako zdroj konstant pro rtizné
algoritmy (napf. hashovaci funkce), nebo pro feseni nékterych tiloh numerické matematiky
metodou Monte Carlo.

Pouziti fyzikalnich generatortd, které vytvareji ndhodna ¢isla na zakladé fyzikalnich na-
hodnych procest v pfidavném zarizeni pocitace, je ndkladné a spojené s mnoha technickymi
obtizemi. Pouzivame proto generatorti pseudondhodnych ¢isel, které mtizeme realizovat pro-
gramove.

Posloupnosti pseudondhodnych ¢isel nazveme posloupnost g, y1, yo, ... definovanou re-
kurentnim vztahem

Yn = F(ynflaynfb ~-~7yn7r)

ktera ma pro n > r statistické vlastnosti posloupnosti, ziskané ndhodnym vybérem ze sou-
boru s rovnomérnym rozlozenim pravdépodobnosti. Pro generovani pseudondhodnych ¢isel
m4 vyznamné postaven{ varianta rovnomérného rozloZzeni v intervalu (0, 1) (viz. dale). Po-
névadz ¢isla zobrazena v ¢islicovém pocita¢i maji omezeny pocet Cislic, jde o kvazirovno-
mérné rozlozeni diskrétni nahodné velic¢iny. Na zakladé n dvojkovych ¢islic mtizeme zobra-
zit celkem 2" navzdjem ruznych ¢isel. Ozna¢me rovnomérné rozlozenou nahodnou veli¢inu
¢ a kvazirovnomeérnou diskrétni veli¢inu ¢’. Maji-li pseudondhodné ¢isla reprezentovat (v
pevné fadové Carce) ¢isla z intervalu (0, 1), pak dostavdme soubor 2™ — 1 rizngch hodnot
2%(2 =1,...,2" — 1), z nichz kazda se objevuje s pravdépodobnosti ﬁ

Vyjadiime vztahy mezi stfednimi hodnotami s rozptyly rovnomérného a kvazirovnomeér-
ného rozlozeni pravdépodobnosti:

R 1 322 R |
D N — 2\ - _ _
(&) 2"—1;(2” 2) 2”—1;22” 2"—1;2”+4
Po vycisleni sumy kvadratti a dosazeni stfedni hodnoty ziskame vztah:
1 1 1
12

D(¢)

Pri vétsim poctu dvojkovych fadid muzeme teoretickou nepresnost rozptylu zanedbat, a proto
Ize uvazovat o rovnomérném rozlozeni, i kdyz jde ve skutec¢nosti o rozlozeni kvazirovnomérné.

Na posloupnost pseudonahodnych ¢isel klademe tyto zakladni pozadavky: rovnomérné
rozloZeni, statistickou nezavislost, reprodukovatelnost, rychlé generovani, miniméalni obsazeni
paméti pocitace prislusnym programem.

Zvolime-li vhodnou metodu generovani pseudondhodnych ¢isel, mizeme splnit vSechny
uvedené pozadavky kromé neopakovatelnosti pseudondhodnych cisel. Kazda posloupnost
pseudondhodnych ¢isel mé vzdy urcitou konecnou periodu a nasi snahou je, aby tato perioda
byla co nejdelsi. Velkou vyhodou tohoto zpiisobu je moznost reprodukovani posloupnosti
nahodnych ¢isel, ponévadz je vytvarime podle jednoznacnych aritmetickych operaci.
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Metody vytvareni pseudonahodnych cisel

7Z mnoha metod, které byly pro generovani pseudondhodnych ¢isel vytvoreny, vybereme
pouze nékteré jednoduché metody pro ilustraci.

a) Zvolime s-mistné ¢islo; povysime je na druhou a vypiSeme s prostfednich éislic. S takto
nalezenym s-mistnym c¢islem proces opakujeme. Je-li s dostatec¢né velké, napt. s > 10,
miizeme takto nalezené Cislice povazovat za ¢islice s-mistnych pseudondhodnych ¢isel
z intervalu (0, 1).

b) Cislo s dostatecné velkym pocétem é&islic ndsobime konstantnim soucinitelem a vypiSeme
s prostiednich ¢islic vysledku atd.

c) Cislo s velkym poc¢tem éislic povysime na druhou a za ndhodné é&islo volime zbytek po
déleni této druhé mocniny dostatec¢né velkym prvocislem.

Dale mtizeme vytvafet pseudondhodnd ¢isla riiznymi premistovacimi metodami, které vyuzi-
vaji specialnich instrukci pocitact jako jsou posuny, binarni soucty bez prenosu a podobné.
Posloupnosti pseudondhodnych éisel lze také rizné zlepSovat. Nékdy se pouziva tohoto po-
stupu: v paméti pocitace vyhradime ur¢ity pocet bunék (asi 100), do kterych ulozime pseu-
donéhodné ¢isla vytvorena libovolnou vhodnou metodou. Hodnotu ndhodného ¢isla nahodné
vybereme z tohoto seznamu a prazdné pamétové misto zaplnime nové vygenerovanou hod-
notou.

Statistické vlastnosti posloupnosti ndhodnych cisel se zpravidla zlepsi, pouzijeme-li vice
nezavislych zdroji ndhodnych ¢isel, které deterministicky nebo ndhodné stiidame.

Kongruentni metoda generovani pseudonahodnych éisel. Popis kon-
gruentniho generatoru a navrh jeho konstant.

V linedrnim kongruentnim generatoru se posloupnost pseudondhodnych ¢isel ziskava na za-
kladé vztahu:

Xnt1 = (aX,, + c)mod m [RAN D]
kde a, Xg, ¢, m jsou pfirozena Cisla. Nazyvame je takto:

0 --. pocatecni hodnota
. multiplikativni konstanta
. aditivni konstanta
. modul

308

Tato ¢isla nejsou samoziejmé libovolna. Na jejich vybéru zavisi perioda i rozlozeni posloup-
nosti generovanych pseudondhodnych c¢isel.

Pfipometime, Ze vyraz p = g(mod m) ¢teme: p je kongruentni s ¢ podle modulu m. Plati,
7e p = q(mod m), kdyz p — q je délitelné m. To znamend, %e zbytek po déleni ¢isla p ¢islem
m je roven zbytku po déleni ¢isla ¢ ¢islem m. Mtzeme tedy psat:

p=pim-+=z

g=qm+z

Jedno z ¢isel p, ¢ ve vyrazu p = g(mod m) je zpravidla pfimo zbytkem po déleni modulem
m. Pro vybér konstant a, X,, ¢, m plati pravidla:
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a)

Vybér modulu m

P1i vybéru modulu mse snazime splnit tyto pozadavky:

1. co nejdelsi periodu posloupnosti

2. co nejvétsi rychlost generovani pseudonahodnych cisel.

Pozadavku ad 1) miZzeme vyhovét vybérem co nejvétsiho modulu m. Polozime tedy
m rovno maximalnimu ¢islu typu integer zobrazitelnému v jednom slové pocitace
(pouzivdme pro né oznafeni mazint). Na 32 bitovém pocitaci se maxint rovnd islu
2147483647. Nyni se jesté pokusime vyhovét pozadavku ad 2):

Operaci "modulo m” bychom mohli realizovat celoc¢iselnym délenim, ale bylo by to
prilis ndro¢né na cas, protoze déleni trva na pocitaci pomérné dlouho.

Zvolime-li vSak m = mazint, pak se d& vyraz (aX, + ¢)mod m nahradit vyrazem
(aXn+c)+m—+1. Vyéislovani tohoto vyrazu bude podstatné rychlejsi, jeho nevyhodou
vSak je, Ze jej nelze naprogramovat v nékterém z vyssich jazykt, jejichz prekladace by
hlasily preteceni, které zde nutné musi vzniknout.

Vybér konstant a a ¢

Pfedpoklddame, Ze modul m je jiz zvolen podle bodu a). Konstanty a a ¢ pak vybirdme
tak, aby perioda byla co nejvétsi, tj. pravé rovna modulu m. Tento pozadavek 1ze splnit
za podminek:

1. ¢ a m jsou navzijem nesoudélna cisla
2. b=a — 1 je délitelné ¢islem p pro libovolné p, jez je délitelem cisla m
3. b je délitelné ¢tyfmi, jestlize m je délitelné ¢tyrmi.

V zajmu urychleni generovani lze volit ¢ = 0, takovou volbou se vSak zpravidla zkrati
perioda. Nicméné predpokladame, ze i pro ¢ = 0 je mozno dosdhnout vyhovujicich
vysledkl a pro generator, ktery jsme zkoumali, vzdy plati, ze ¢ = 0.

Je-li modul m prvoéislo, pak podminkdm ad 1) az ad 3) vyhovuje napt. multiplikativni
konstanta ve tvaru
a=zk+1,

kde 2 < k < e a z je zdklad ¢iselného zobrazeni v pocitaci (v naSem piipadé je to
2) a 2 je pak nejvétsi ¢islo typu integer, zobrazitelné v pocitaci, zvétSené o 1. V na-
$em piipadé z¢ = 231. Multiplikativni konstanta tohoto typu mé vSak tu nepiijemnou
vlastnost, ze vede na nedostatecné nadhodné ¢isla. Proto pro spravny vybér multiplika-
tivni konstanty zavadime mohutnost linedrni kongruentni posloupnosti M. Mohutnost
se urcuje u posloupnosti s maximéalni periodou jako nejmensi ¢islo Mtakové, ze plati:

bM = O(mod m), kde M musi byt celé é&islo.

(Napi. pro m = 235 a a = 2 41 je b = 2*. Potom pro k = 18 je vyraz b = 2%F
délitelny ¢islem m, mohutnost je tedy rovna 2. pro k = 17,16, 15, ..., 12 je mohutnost
rovna 3.)

Z hlediska mohutnosti je nejvyhodnéjsi k£ malé, ale to vede také na malou délku periody,
coz je nevyhodné. Proto volime multiplikativni konstantu ve tvaru a = 2F +27 +27 +1
(napf. ve tvaru 223+214+224-1), coZ ndm umozni ziskat generéator s velkou mohutnosti
i velkou hodnotou multiplikativni konstanty.
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Navrh konstanty a se obvykle provadi spektralnim testem, jenz je popsan v litera-
tufe. Osvédcéend je multiplikativni konstanta ziskané z firemni literatury IBM: a =
1220703125.

Podle [36] 1ze vhodné zvolit multiplikativni konstantu:
a=8=x3 pii c=0
kde i je libovolné celé ¢islo. Je vhodné vybrat a blizké k 2%/2, kde d je pocet bitt.

¢) Vybér poéateéni hodnoty X,
Vybér pocatecéni hodnoty X, je nasim hlavnim tkolem. Protoze vSak pravé pro tento
vybér znadme nejméné pravidel, musime jej provadét témér empiricky. X, by mélo byt
dostatecné velké liché ¢islo, nemélo by byt soudélné s modulem m.

Piiklad generatoru rovnomeérného rozlozeni R(0,1) v jazyce PASCAL

Generator s ndzvem Random, ktery se vyvolava jako funkce a generuje ¢isla typu real z in-
tervalu (0, 1).

function Random: real;
begin
ix := ix * 1220703125;
if ix < O then
ix := ix + maxint + 1;
random := ix / maxint
end;

Jde o kongruentni generator (s modulem maxint a multiplikativni konstantou 1220703 125)
s naslednou transformaci na interval (0, 1). Vyuzivé jazyka PASCAL-EC, ktery v tomto p¥i-
padé po nasobeni pii pfeteceni nehlasi chybu. O proménné ix typu integer se predpoklada,
ze je deklarovana v nadrazeném bloku a Ze je ji pfifazena néjaka pocatecni hodnota ptred
prvnim pouzitim funkce Random, napt. ix := 1537.

5.3 Transformace rovnomeérného rozloZeni na pozado-
vany typ rozloZeni

Pii modelovani stochastickych procesu ¢asto potfebujeme posloupnosti ndhodnych ¢isel s ji-
nym, nez rovnomérnym rozlozenim pravdépodobnosti. Tyto posloupnosti lze ziskat transfor-
maci rovnomérného rozlozeni na pozadovany prubéh. Zakladem je tedy kvalitni generator,
produkujici rovnomérné rozloZzend nédhodnd éisla z intervalu (0,1). Pro vlastni provadéni
transformace existuje nékolik metod, kterych vyuzivame podle toho, o jaké rozlozeni jde a
soucasné musime vzit v ivahu presnost a efektivnost celého procesu. Diive, nez urcité metody
pouzijeme pro konkrétni vypodet, musime provést testovani ziskaného pribéhu (viz dale)
a zhodnoceni, zda je vytvorené rozlozeni pro fesenou ulohu dostate¢né pfesné; jednotlivé
typy tloh mohou klast na posloupnost nahodnych ¢isel rtizné pozadavky. Pfi vybéru vhodné
metody transformace musime zpravidla volit kompromis mezi jeji efektivnosti, pozadavky
na pamét a dosahovanymi vysledky. Nejéastéji pouzivanymi metodami pro transformovéni
nahodnych ¢isel na zadané rozlozeni pravdépodobnosti jsou:

e metoda inverzni transformace
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e metoda vylucovaci
e metoda kompozi¢ni
e jind vhodna metoda, vyuzivajici napf. definice rozlozeni, aproximace né€které z jejich
charakteristickych funkci apod.
Metoda inverzni transformace
Necht ndhodn4 veli¢ina R mé rovnomérné rozlozeni R(0,1) a F je funkce, spliiujici podminky

pro distribu¢ni funkei (viz zacatek kapitoly 5). Potom plati:

Néhodné veli¢éina F~! ¢ R m4 rozloZeni s distribuéni funkci F, nebot
p((F~' e R) <a)=p(Fe(F'eR)<F(z))=p(R < F(x)) = F(x)

Takto miizeme presné generovat ndhodn4 ¢isla s danym rozlozenim. V ptipadé, ze distribuc¢ni
funkce daného rozloZeni nemé inverzni funkci (nap¥. kdyZ distribuéni funkci nelze vyjadiit
elementdrnimi funkcemi), pak pfi nevhodnosti jinych metod mizeme pouzit aproximace této
funkce jinou vhodnou funkci, jejiz inverzni funkce je znama. Takova transformace jiz patii
k pfibliznym metodam.

Metoda vylucovaci

Necht f: (z1,22) — (0, M) je pozadovand funkce hustoty generované ndhodné veliciny,
X : Q — (z1,22) je ndhodna veli¢ina s rozlozenim R(z1, z2)
Y : Q — (0, M) je ndhodné veli¢ina s rozlozenim R(0, M)

Potom pro kazdé t € (x1,z2) plati:

(X < 1Y < f(X)) = / f(2)da

za predpokladu, ze ndhodné veli¢iny X, Y jsou nezavislé.

Duikaz: Oznacme Z := (X,Y). Lehce 1ze dokazat, ze pro rozlozeni ndhodného vektoru Z
plati

VE C ({El,xg) X (O,M) pZ(E) = p(Z € E) = 4m2(E)

(ma je borelovskd mira na Rrz).
Oznacme déle

E:={[z,y]|lz1 <z <t} S:={zyl0<y<f(x)}, teR

Potom mutZzeme psat

p(X <Y < f(X)) = py(Els) = LZEO5) _ma(EOS) [ 1w,
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pric¢emz posledni rovnost plyne z toho, ze

ma(S) = 72f(x)dx =1

z

me(E C S) = /f(:):)dx

Dusledek: Néhodnou veli¢inu & s funkei hustoty f : (z1,22) — (0, M) budeme generovat
takto:

1. Generujeme ¢islo = z rozlozeni R(x1, z2).
2. Generujeme ¢islo y z rozlozeni R(O, M).

3. Jestlize y < f(z), pak x prohlidsime za hodnotu ndhodné veli¢iny ¢, jinak opakujeme
cely postup znovu.

Efektivnost této metody tizce souvisi s pomérem plochy S a plochy obdélnika (zo — x7).
M, kde plocha S je plocha ohranifena osou x a funkci hustoty f(z). JelikoZ vétsina funkei
hustoty, popisujicich dané rozlozeni, nem4 zprava, zleva nebo zprava i zleva ohraniceny
defini¢éni obor, musime provést jisté zanedbani a udélat urcitou restrikci funkce hustoty na
ohraniceny interval. Efektivnost metody totiz se zmensovanim plochy S k plose obdélnika
klesa, proto zde volime kompromis mezi ¢asovou narocnosti transformace a sitkou intervalu

(.%1,1‘2).

5.3.1 Metoda kompoziéni

Necht V : w — {1,2,...,n} je ndhodn4 veli¢ina s frekvenéni funkci
hi{l,2,...n} —(0,1), h;=p(V=1i),

takze plati

M Shi-1
i=1

dale necht X1, X», ..., X, : QR jsou ndhodné veli¢iny s funkcemi hustoty g1, gs, ..., gn, takZze
plati

(2) / gi(z)de =1
proi=1,2,....,n. Potom ndhodna veli¢ina Y definovana
X1 (w) jestlize V(w)
Xa(w) V(w)

1
2

YweQ Y(w):=

Xn.(w) V(w)=n

ma rozloZeni s funkci hustoty pravdépodobnosti

3  fl@)= Z higi(z)
i=1
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Dikaz: Podle véty o aplné pravdépodobnosti plati pro kazdé t € R:
p(YV <t)=pY <tlV=01pV=1)4..+pY <t|]V=n)p(V =n) =
=p(X1 <t)p(V =1)+ ... +p(Xn <t)p(V =n) =
= hi / gi(x)dx = /(Z higi(z))dz.
=1 o i=1

Dausledek: Jestlize mame za tikol generovat ¢isla z rozlozeni daného funkei hustoty

f= Zfi
=1

kde Vi € {1,2,...,n} f; je nezdpornd integrovatelna funkce, budeme postupovat takto:

1. Funkci f upravime na tvar (3), aby platily podminky (1),(2):

pro i =1,2,....,n polozime

h; = / fi(x)dx
1
gi = Efz

(ovéfte si, zda nyni skutecné plati uvedené podminky)
2. Generujeme v € {1,2,...,n} z rozloZeni daného frekvenéni funkci h.

3. Generujeme &islo y z rozlozeni daného funkei hustoty g,. Cislo y je pak hledana hodnota
nadhodné veliciny.

Praktické pouziti: Kompozi¢ni metoda umoziiuje rozlozit sloZitou funkci hustoty pravdé-
podobnosti na fadu jednodussich funkci, které usnadni generovani. Divodem k pouziti této
metody muZe byt také snaha o dosaZeni vyssi efektivnosti pfi pouziti vylucovaci metody.
Tato situace je znazornéna na obrazku.

Pfi pouziti vyludovaci metody na intervalu (1, x5) by u¢innost metody byla mald vzhle-
dem k velké plose obdélnika (0, M) x (x1, %) . Rozlozenim funkce hustoty

f(@) = f(@)x<er 62> (@) + F(@)x<ep.5> (2)

pri pouziti kompozi¢ni metody dosdhneme mnohem lepsi G¢innosti.

Jiné metody

Neékdy vyuzivame definice ndhodné veli¢iny s danym rozloZenim, ptipadné jejiho zjedno-
duseného popisu. Proto ¢asto dochézi ke vzniku dvou- a vicendsobnych transformaci, kdy
zadanou ndhodnou veli¢inu ziskame na zakladé rozlozeni, jez je také vysledkem transformace.
Takové postupy volime pouze pfi nevhodnosti ostatnich metod, protoze tyto transformace
jiz byvaji Casové i realizacné naroc¢né. Do této skupiny také spadaji metody aproximacni,
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kde nékterou z charakteristickych funkei rozlozeni (distribu¢ni funkci nebo funkci hustoty)
aproximujeme vhodnéjsi funkci za uréenych dovolenych chyb a pak realizujeme nékterou z
uvedenych metod. Tyto transformac¢ni metody byvaji pomérné jednoduché a jejich presnost
je postacujici. Pfesto je tfeba provadét ovérovani transformovanych ndhodnych veli¢in, které
mohou chybu zékladniho rozlozeni, z néhoz byly ziskany, zvétSovat az né€kolikanasobné.

U diskrétnich nadhodnych veli¢in uvazujeme za zaklad transformacnich vztahd pfimo
definici rozlozeni, nebo vyuzivame upravené metody inverzni transformace. Dal$l moznosti
mize byt aproximace diskrétniho rozlozeni nékterym spojitym rozlozenim.

Y ov /2

5.4 Nejuzivanéjsi rozlozeni pravdépodobnosti nahodnych
veli¢in
V této Casti popiSeme casto pouzivana rozlozeni pravdépodobnosti spojitych a diskrétnich
nahodnych veli¢in. V popisu uvedeme:
e vyskyt veli¢in s timto rozloZenim, jeho definici a pouziti,
e zakladni funkce popisujici vlastnosti ndhodné velic¢iny,
e hlavni charakteristiky rozlozeni (stfedni hodnotu, rozptyl apod.),
e zpusob generovani pseudondhodnych ¢isel s timto rozlozenim.
K zapisu nejpouzivanéjsich transformacnich vztahti vyuZijeme programovaciho jazyka PAS-
CAL.
5.4.1 Spojité nahodné veli¢iny
Rovnomeérné rozlozZeni

Toto rozlozeni znac¢ime R(a,b), kde a a b jsou jeho parametry. Pfedstavuji dolni a horni
hranici oboru hodnot ndhodné velic¢iny s timto rozlozenim. Ndhodna veli¢ina nabyva hodnot
rovnomeérné z intervalu {(a,b), tzn. Ze funkce hustoty pravdépodobnosti musi byt na tomto
intervalu konstantni nenulova a jinde nulové:

0 r<a
f@)=% = a<z<b
0 x>0

Integraci této funkce ziskdme distribucni funkci rozlozeni:

0 r<a
Flr)=¢ =2 a<z<b
0 T >b

Normovanim ziskdme z obecného rovnomérného rozlozeni ndhodnou veliéinu X s rozlozenim
R(0,1), kdy X nabyvéa hodnot od 0 do 1:

VweQ X(w) e (0,1).

V tomto ptipadé ma funkce hustoty tvar



a distribuéni funkce ma tvar

0 <0
Fla)=4q z 0<z<1
1 z>1

Toto rozlozeni slouzi vétsinou jako zéklad pro transformace na ostatni typy rozlozZeni, a proto
je ziskdvame nékterou z metod pfimého generovani pseudondhodnych ¢isel, napt. metodou
kongruentni.

Charakteristiky rozloZeni:
Stfedn{ hodnota:  E(x) = ‘ITH’
2
Rozptyl: D(z) = %

Transformacni vztahy pro obecné rovnomérné rozlozeni:
S vyhodou pouzijeme metody inverzni transformace
X —-a
F(X)= 2 = X=FX)b—a)+a
—a
Dosadime-li do tohoto vztahu za symbol F(X) ndhodnou veli¢inu s rozloZzenim R(0,1),
kterou povazujeme za vychozi, pak ndhodna veli¢ina X bude mit rozlozeni R(a,b).
Zapis ve formé pascalovské procedury:
(identifikdtorem Random je oznacena nadhodnd veli¢ina s R(0,1).

function ROVREAL (A,B: real): real;
var X: real;

begin

X := Random;

ROVREAL := (B - A) * X + A
end;

V praxi nastane Casto pripad, kdy potfebujeme ndhodnou veli¢inu, jeZ ma rovnomeérné rozlo-
zeni, ale nabyva pouze hodnot z mnoziny celych ¢isel. Tato veli¢ina sice spada pod diskrétni
nahodné veli¢iny, presto ji uvedeme v tomto odstavci.

Jestlize tato ndhodn4 veli¢ina X nabyva hodnot z mnoziny M = {a,a + 1,a + 2, ...., b},
kde miize nabyt podle pravidla rovnomérnosti kterékoliv hodnoty z mnoziny M se stejnou
pravdépodobnosti p = %, kde n = card M, pak muzeme pfi generovani pouzit rovnomérného
rozlozeni R(0,1). Jsou-li parametry rozloZeni celd ¢isla a,b, pak vyuzitim transformac¢niho
vztahu pro rovnomérné rozlozeni v oboru redlnych ¢isel a operace zaokrouhleni (oznacme
ROUN D) mizeme vytvorit vztah

X =ROUND((b—a+ 1)z + (a —0.5)),

kde = je ndhodn4 veli¢ina s rozlozenim R(0,1).
Zapis v Pascalu:

function ROVINTG (A,B: integer): integer;
var X: real;

begin

X := Random;

ROVINTG: = ROUND ((B-A+1) * X + (A-0.5))
end;

Efektivnost téchto metod je maximalni - transformace je jednoduchd, rychla a spolehliva.
Je samoziejmé, Ze chyby rozloZeni R(0,1) se tu projevi v nezmensené mite.
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Exponencialni rozloZeni

Exponencialni rozlozZeni je Casté rozlozeni dob obsluhy, ¢asovych intervalti mezi poruchami
a mezi prichody do front v procesech hromadné obsluhy. Je to nesymetrické rozlozeni.
Funkce hustoty rozlozeni:

1
flz) = f*%(kw") pro x> o

Distribuéni funkce

1 — ¢~ % (z—w0) >
F(x):{o e pro @
pro x < T

kde A a x( jsou parametry.

Charakteristiky rozloZeni:

Stfedn{ hodnota: FE(X)=x9+ A
Rozptyl: D(X) = A?.

U tohoto rozloZeni ¢asto pokladame xg = 0.

Pro generovani ¢isel s exponencialnim rozlozenim miZzeme pouzit metody inverzni trans-
formace, na jejimz zakladé ziskame vztah

X =29+ (—Alnz), kde z ma rozlozeni R(0,1).
Vsimnéme si, ze ve vztahu se vyskytuje ¢len In(z) misto ¢lenu In(1 — z), ktery by odpovidal
inverzi distribu¢ni funkce F'. D4 se lehce dokézat, ze za pfedpokladu, Ze ndhodné veli¢ina
R ma rozlozeni R(0,1), mé ndhodné veli¢ina 1 — R také rozlozeni R(0,1). Pouzitim ¢lenu
In(z) tedy dosdhneme stejného t¢inku jako pouzitim ¢lenu In(1 — z), ale uSetfime jednu
aritmetickou operaci.

Zapis s vyuzitim procedury Random:

function Exponential (A,X0 : real) : real;

var X : real;

begin
X := Random; // problém: O (asi je lep8i 1-Random)
Exponential := X0 - A * 1n(X)

end;

Tato transformace je velmi rychld a efektivni, chyba rozloZeni je opét zpusobena pouze
chybou transformovaného rozlozeni R(0,1)

Normalni rozlozeni

vvvvv

li¢iny. Je pouzitelné vsude, kde jsou zmény nahodné veli¢iny zptisobeny soucasnym vlivem
velkého poctu vzajemné nezavislych faktord, které se uplatiiuji priblizné stejnou mérou. Za
urcitych podminek se jim daji modelovat i rozlozeni diskrétnich ndhodnych velicin.

Toto rozlozeni mé funkci hustoty

1 _(@=w?
e 202 R

fz) =
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kde ¢ a u jsou redlné parametry rozlozeni; o > 0; z € (—00, 0).
Na zakladé transformace proménné x

Distribuéni funkce normaélniho rozloZeni ma tvar:

R
F(x) = /e_(ioﬂz) d¢

oV 2w

Tento integral nelze vyjadrit elementarnimi funkcemi, a proto distribuéni funkei uvadime ve
tvaru (obdobném i pro normované rozloZeni)

Yy
@(y)&r/e“’zdw

Plati, Ze

Fz) =~ - B,

Hodnoty funkce ® byvaji ve statistickych tabulkach tabelovany.

Charakteristiky rozloZeni:

St¥edni hodnota: EX)=np

St¥edn{ hodnota pro normovanou veli¢inu: E(X) =0
Rozptyl: D(X) =02

Rozptyl pro normovanou veli¢inu: D(X) =1
Normovanéa Sikmost: 6L =0

Normované Spicatost: B2=3

Generovani nahodné veli¢iny s normélnim rozloZenim:

P1i generovani vychazime ze skutecnosti, Ze pro hodnoty ndhodné veli¢iny X s parametry
1 a o s normalnim rozlozenim plati podle zpétného transformacniho vztahu X = Yo + p,
kde Y je ndhodna veli¢ina s normovanym normalnim rozloZenim. Proto ziskavame hodnoty
nahodné veli¢iny s normovanym rozlozenim, které podle tohoto vztahu dale transformujeme.

Zpisobtu ziskani ndhodné veli¢iny s parametry 4 = 0 a ¢ = 1 je né€kolik. NemiiZzeme
vyuzit metody inverzni transformace, nebot nelze ziskat funkci inverzni k distribuéni funkci.
Vhodnéjsi je metoda vylucovaci, jez vyuziva funkce hustoty ndhodné veli¢iny. Zde je tfeba
stanovit hranice oboru hodnot tak, abychom pfi co nejmensich chybach dosahli co nejvétsi
efektivnosti. Vzhledem k nizkym hodnotam funkce hustoty ¢(x) pro z < —5 a x > 5 miZeme
pro série ¢isel do poétu kolem 10® povazovat za obor hodnot ndhodné veli¢iny interval

X € (p— 50,1+ 50).
Pro malé série ¢isel dokonce stac¢i omezeni

X € (u—30,u+ 30).
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ktera u normované veli¢iny predstavuje volbu
X €(-5,5) resp. X €(-3,3).
Maximum funkce hustoty normované veli¢iny pak je pro z = 0

f0)= <= =M

Na zékladé tohoto algoritmu pak lze vytvorit transformacni proceduru.

Dalsi metodou je metoda secitani nezavislych nahodnych veli¢in, kterd vyuziva cent-
ralni limitni véty, podle niz rozdéleni stfedni hodnoty n nezavislych nahodnych velicin,
rozlozenych podle libovolného zakona pripadné rtiznych zakont, se pfi zvétSovani n blizi k
normalnimu rozlozeni. Charakteristiky nahodnych veli¢in musi byt koneéné. Jako nezavislé
ndhodné veli¢iny bereme hodnoty velifiny s rozlozenim R(0,1). Pak pii n hodnotach této
veli¢iny dostédvame hodnotu ndhodné veli¢iny s normovanym normélnim rozlozenim podle

vztahu N N
YR-5

n

12

X =

Jedna se o vicekrokovou metodu, kdy k ziskani jedné hodnoty s normélnim rozlozenim
potiebujeme vice hodnot ndhodné velic¢iny R(0,1). S rostoucim n se zvysuje pfesnost metody,
klesa vSak rychlost a tim i celkova efektivnost této transformace. Musime tedy volit vhodny

kompromis — napt. n = 12
1
X=) 2R-6

a pro nahodnou veli¢inu s obecné normalnim rozlozenim s parametry y a o

X =(> 2R-6)o+p.

V obou vztazich m4 veli¢ina R rozlozeni R(0,1).
Zapis v Pascalu:

function Normall(EX,STX: real): real;
var X, SUM : real;
I : integer;

begin
SUM := 0;
for I:=1 to 12 do
begin

X := Random;
SUM := SUM + X;
end;
Normall := STX * (SUM - 6) + EX
end;

Dalsim zpfesnénim metody by mohlo byt pouziti n = 24 apod. Tato transformace jiz pfinasi
vlastni chybu, nebot vznikla na zdkladé nahrazeni nekoneéného poc¢tu nédhodnych veli¢in
poc¢tem koneénym. Presto je v této podobé relativné presna a rychla. Pro spravnou funkci
generatoru je tfeba zajistit nezavislost rovnomeérné rozlozenych hodnot.
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Dalsi metodou je pfimé transformace rovnomérné rozlozenych ¢isel. Urditym matema-
tickym postupem lze ukazat, Ze jsou-li ndhodné éisla X7, X5 rovnomérné rozlozend R(0,1),
pak ¢isla Y7 a Ys definovand vztahy

Y1 = —2InX;cos(2nXs)
Yo = +/—2InX;sin(27X5)

maji normované normélni rozlozeni.

K ziskani dvojice normalné rozlozenych ¢isel tedy potfebujeme dvojici ¢isel s rozlozenim
R(0,1).

Zapis transformace v Pascalu:

function Normal2(EX,STX: real): real;
const PI = 3.1415926;
var X,Y: real;

begin

X := Random;

Y := Random;

NORMAL2 := STX * sqrt((-2(*LN(X)) * cos(2*PI*Y) + EX
end;

V tomto zapisu jsou odpovidajici symboly EX = u; STX = o.

Presnost metody je podle test rovnomérnosti vyssi, nez u predchéazejici transformace,
¢asova narocnost neni vetsi.

Od normalniho rozloZeni je odvozena fada nahodnych veli¢in. Jde napf. o polonormdalni
rozloZent, jez udava absolutni hodnotu ndhodné veli¢iny s normélnim rozlozenim s parametry
u =0 a o. Na zakladé symetri¢nosti mame funkci hustoty ve tvaru

1 /2 2
f(x):—\/je 22 0>0 >0
o\'m

a charakteristiky:

Stfedni hodnotu: E(X) = a\/g
Rozptyl: D(X) = o%(1 — 2)
Normovanou Sikmost: ; = 0.995
Spicatost: B2 = 3.869

Toto ¢islo je vétsi nez nula, coz znamenad, Ze rozlozeni je pravostranné asymetrické.
Pro generovani hodnot ndhodné veli¢iny s polonorméalnim rozlozenim pouzijeme transfor-
mace pro normalni rozlozeni a vysledek bereme v absolutni hodnoté.

Dalsi je logaritmicko-normdlni rozloZeni s parametry p a o s funkei hustoty pravdépo-

dobnosti 1 )
(Inx—p)
fla) = e At

oxy/ 2w

Je to opét nesymetrické rozlozeni s charakteristikami:
02
Stiedni hodnotou: E(X) = e(#+%)
02
Rozptylem: D(X) = euta®)(e” 1)
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Toto rozlozeni mivaji napt. ndhodné veli¢iny, jejichz hodnoty jsou dany ptsobenim mnoha
a¢inkt s velmi slabym vlivem. Transformacni vztah vychazi z transformace pro normalni

rozlozeni
Y1 = explp + v/—202 In X; cos(2mX)]
Y2 = exp[p + v/ —202 In X; sin(27 X5)]

kde z1 a 3 jsou hodnoty ndhodné veli¢iny s rozlozenim R(0,1).

Pearsonovo rozlozeni y>

RozloZeni x? je definovano na zékladé normalniho rozlozeni s parametry = 0 a o = 1.
Mame-li n ndhodngch veli¢in s timto rozlozenim X, X», ..., X,,, pak ndhodné veli¢ina x>
definovana vztahem
n
2 _ 2
X = E X;
i=1

ma Pearsonovo rozlozeni. Parametrem rozloZzeni je pocet stupnil volnosti, jenz je tvoren
poctem séitanct v sumeé v definiénim vztahu.
Funkce hustoty pravdépodobnosti:

Charakteristiky rozlozeni:

St¥edni hodnota: E(x?) =n D(x?) = 2n.
Rozptyl: 81 = 2\/E b =3+ %

n
Protoze 1 > 0, mé rozlozeni pravostrannou asymetrii. Toto rozlozeni je dulezité zejména
proto, ze je zakladem pro testovani statistickych hypotéz Pearsonovym testem dobré shody.
Vztahy pro transformaci muzeme nalézt napt. ve tvaru

5
2 = —2In ] Xy, kde X; mé rozlozeni R(0,1).
i=1
Tento postup je jednodussi, nez vyuziti definiéniho vztahu. Pro n > 30 liché mtzeme lépe
vyuzit aproximace
x? = 1(X +v2n —1)?, kde X ma normované normalni rozloZeni.

Poznamka: V literatuie se symbolu x? uziva v téchto vyznamech:
a) jako oznadeni pro Pearsonovo rozlozeni

b) jako symbolu, oznac¢ujiciho ndhodnou veli¢inu s Pearsonovym rozlozenim

c¢) jako symbolu, oznacujiciho proménnou p¥i popisu funkei, charakterizujicich ndhodnou
veliéinu s Pearsonovym rozloZenim (Napf. funkce hustoty).

Tak napi. miizeme psat, ze funkce hustoty pravdépodobnosti ndhodné velidiny x? s rozloze-
nim x?(n) m4 tvar:
1 x2 n
2y —X 2y (2-1) 2
= — e 2 2 , >0
fFx*) 25T(2) (x*) X

Stejny formalismus se pouziva u rozlozeni t a F.
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Studentovo rozloZzeni t

Toto rozlozeni ma rovnéz velky vyznam pii testovani statistickych hypotéz. Je definovano
normovanym normalnim rozlozenim X a rozlozenim x? s n stupni volnosti:

T
t:

N

Funkce hustoty tohoto rozlozeni mé tvar
ft)=—

kde symbol B pfedstavuje funkci beta. Na zakladé funkce I" miZzeme f(t) zapsat ve tvaru:

Charakteristiky rozlozeni:

Stfedni hodnota: E(t) =0
Rozptyl: D(t) = ;%5
Normovana sikmost: #; = 0, coz znaci, Ze rozlozeni je soumérné

o . o 92
Spicatost: o = 3=

Pro transformaci vyuzijeme v tomto pripadé defini¢niho vztahu. Tim musime vychazet
z transformacnich vztaht pro normalni a Pearsonovo rozdéleni.

Fisher Snedecorovo rozdéleni (F' - rozdéleni)

Tohoto rozlozeni se také Casto vyuziva k testovani statistickych hypotéz. Je definovano
dvéma, veli¢inami s rozlozenim x2 s m a n stupni volnosti:

2

X"YL 2

P X
Xa o xZm
n

Funkce hustoty f(F) tohoto rozlozeni ma tvar

1 m., m
B3 n)

m+n

FE11+ 2F)-"", F>0
n

fF) =
kde m a n maji stejny vyznam jako v defini¢nim vztahu.

Charakteristiky:
Stfedni hodnota: E(F) = -2 n>2

n—2’

Rozptyl: D(F) = %7 n>4

Pro generovani ndhodnych c¢isel s rozloZzenim F vyjdeme z definice — vygenerujeme dvé
néhodnd &isla s rozlozenim x2, a x2 a dosadime do defini¢niho vztahu.
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RozloZzeni gama

Toto rozlozeni je hlavnim rozloZzenim matematické statistiky pro nahodné veli¢iny s oborem
hodnot z jedné strany ohrani¢enym. Funkce hustoty tohoto rozlozeni mé tvar:

1 o
_ -z (m—1)
)= ———¢ 4z , ro >0 m,d>0
f(x) T(m)dm P >
Konstanty m a d jsou parametry rozlozeni, pfiemz m je parametr tvaru a d je parametr
rozmeru.
Charakteristiky rozlozeni:

Stfedni hodnota: E(X) = md
Rozptyl: D(X) = md?

Normovanéa sikmost: v = /(1 = %

Normované Spicatost Fs = W je kladna, protoze rozlozeni je zleva omezeno.
Uvazujeme-li celé ¢islo, pak I'-funkci ve funkci hustoty mtizeme nahradit faktoridlem

1 -z m-—1
1@) = G °®

a dostavame Erlangovo rozloZeni jako zvlastni piipad I' rozlozeni. Je-li navic m = 1, pak
dostavame exponencialni rozlozeni. Erlangovo rozlozeni popisuje ¢as, nutny pro vyskyt m
nezavislych ndhodnych jevii, jestlize nastavaji s konstantni pravdépodobnosti é. Vyznamnou
oblasti vyuziti tohoto rozlozeni jsou procesy hromadné obsluhy, kdy pozadavek prochéazi m
zarizenimi a v kazdém stravi ¢asovy tsek, uréeny exponencialnim rozlozenim s parametrem
d. Pak celkovou dobou obsluhy je ndhodna veli¢ina s Erlangovym rozlozenim o parametrech
m ad.
Generovani ¢isel o rozloZeni I' je obtiznéjsi a zvlastni postupy zde nebudeme uvadeét.

RozloZeni beta

Pro uplnost uvedeme rozlozeni beta, popisujici ndhodné veli¢iny ohrani¢ené z obou stran.
Funkce hustoty pravdépodobnosti méa tvar
1

fz) = B0, q)xp_l(l —x)7t 2e€(0,1)

kde parametry p, q funkce jsou kladna realna ¢isla.

Charakteristiky:

Stfedn{ hodnota: E(X) = -
. — pg "1

Romtyl: DY) = grgpprazny , . .

Existuje nékolik zptisobi generovani nahodnych ¢isel s rozlozenim beta. Pro ilustraci uve-

deme alesponl jednu moznost. Nahodnou veli¢inu X s rozlozenim  mizeme vyjadrit jako

pomér dvou ndhodnych veli¢in X; a X; + X5 s rozloZzenim gama. Pro parametry plati:

mi=p mo=q di=dy=1
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5.4.2 Diskrétni nahodné veli¢iny

Binomické rozloZeni

Nahodnou veli¢inu s binomickym rozloZenim dostaneme na zakladé této ivahy: Provedeme-li
po sobé n nezavislych pokusti a sledujeme nastoupeni urcitého jevu s konstantni pravdépo-
dobnosti p, pak pravdépodobnost, Ze pravé x; pokusi bude Gspésnych a n — z; neluspésnych,
je rovna prii daném usporadani

pY(1l—p)" ™ oz, €{0,1,2,...,n}.

pritom pocet moznych posloupnosti jevi je vyjadien kombinaci z;-té tfidy z n prvki. Prav-
dépodobnost, ze dostaneme pravé x; ispésnych pokusid, je

flxi) = (;)p“(l —p)"% 0<az; <n,

coz je zakladni zakon binomického rozlozeni ndhodné veliciny X . Distribu¢ni funkce

R

7

pri¢emz sumace jde pres vSechna x; vyhovujici nerovnostem
0<z;<n z;<n

Charakteristiky rozlozeni:

Stfedni hodnota: E(X) = np

Rozptyl: D(X) = np(1 —p)

Lze dokézat, Ze pro rostouci n se rozlozeni této ndhodné veli¢iny X blizi normalnimu rozlo-
zeni N (np,np(1 — p)). Alternativni rozlozeni, jako zvlastni pfipad rozlozeni binomického, je
pron =1 atedy x € {0,1}.

Metody generovani:

Alternativni rozlozeni ziskdme na zdkladé inverzni transformace. Jestlize nvax ma rozlo-
zeni R(0,1), pak, je-li # < p ma ndhodné veli¢ina hodnotu 1 a pfi # > p je jeji hodnota
nulova. V Pascalu mizeme funkci realizovat také jako booleovskou, jez nabyva hodnot logické
1 nebo 0 (true nebo false).

function ALTERNATIV(P:real): Boolean;
var X: real;

begin
X := Random;
ALTERNATIV := x <= p
end;

Binomické rozlozeni generujeme jako soucet n hodnot ndhodné veli¢iny X s alternativnim
rozlozenim s parametrem p
Y=Y X(p)
n

a dalsi metodou muze byt metoda inverzni transformace.
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Geometrické rozlozeni

Pri provadéni fady nezvavislych Bernoulliovych pokusii pro nastoupeni sledovaného jevu ma
pravdépodobnost nastoupeni jevu az v (z; + 1)-tém pokusu (po z; netspéinych) tvar

f(zi) = p(1 —p)™,

kde p je konstantni pravdépodobnost nastoupeni jevu v jednom pokusu. Distribu¢ni funkci
vyjadiime jako soucet geometrické fady:

F(z;))=1—(1—-p)=t!

Geometrické rozlozeni je zvlastnim pfipadem Pascalova rozlozeni. Nahodnou veli¢inu Y s
timto rozlozenim generujeme opét na zdkladé alternativniho rozlozeni s parametrem p. Opa-
kované generujeme hodnoty A(p) tak dlouho, az nastane p¥ipad A;(p) = 1 pak Y =i — 1.
Dalsi moznosti je opét metoda inverzni transformace.

Hypergeometrické rozlozeni

Toto rozlozeni ma nahodnd veli¢ina X, udavajici pocet vybranych prvka s urcitou sledo-
vanou vlastnosti pii vybéru bez vraceni ze souboru N prvkid. Vybereme celkem n prvki,
vykazujicich danou vlastnost. Frekvenc¢ni funkce rozlozeni je

(M) (N—M)
xZ; ]\’771’1 ,
()
Charakteristiky rozlozeni:
St¥edni hodnota: E(X) = nil
Rozptyl: D(X) = nik(1 — 45)2=2

N/N-1
Tohoto rozlozeni se pouziva zejména pii statistické kontrole jakosti.

flx) = kde x; € {max{0, M — N +n}, ..., min{M,n}}.

Poissonovo rozlozZeni

Nahodna veli¢ina X s Poissonovym rozlozenim mé frekvenéni funkci
f(z;) = 2te= , kde A > 0 je redlny parametr z; € {0,1,...}

’167'

Timto rozlozenim lze pro dosti velkd A aproximovat binomické rozloZeni s parametry \
ap<0.1.

Charakteristiky rozlozeni:
Stfedni hodnota: E(x) = A
Rozptyl: D(z) = A
Normované Sikmost: 8 = ﬁ
Spicatost By = % +3

Poissonova rozloZeni se ¢asto pouziva v systémech hromadné obsluhy, kde je jeho vyskyt

typicky zejména u fidce se vyskytujicich jevt.

Pfi generovani miZeme pouZzit napf. metody inverzni transformace. Pro A — oo mu-

zeme Poissonovo rozlozeni aproximovat normalnim rozlozenim. M4-li ndhodnd veli¢ina Z

normované normalni rozlozeni, pak hledanou hodnotu ziskdme podle vztahu:

X=2ZV2+ A
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5.5 Testovani nahodnych ¢isel

Zpusoby vytvareni posloupnosti pseudonahodnych cisel jsou zaloZeny na predpokladech,
které odpovidaji realizaci daného zékona rozlozeni pravdépodobnosti jen pfiblizné. O vlast-
nostech pseudondhodnych generatortt ndhodnych cisel byva prfedem néco zndmo — stiedni
hodnota, rozptyl, korelace apod. VSechny tyto hodnoty se vsak tykaji celé nekonecné rea-
lizace posloupnosti ndhodnych ¢isel (celé periody) a jaka je jejich stabilita v zdvislosti na
pocatecni podmince, nebylo dosud vyjasnéno. Dnesni stav je takovy, ze si mizeme byt jisti,
7e generator ma urcitou vlastnost, jen kdyz tuto vlastnost potvrdi statistické testy. Téchto
testti bylo doposud navrzeno velmi mnoho. Jejich cilem je provéfit, zda mizeme zkouma-
nou posloupnost ndhodnych ¢isel povazovat za nahodny vybér ze souboru ndhodnych cisel
s uréitym pravdépodobnostnim rozloZenim.

Pro testovani ndhodnych ¢isel nejprve zavedeme univerzalni statistické kritérium 2,
kterého vyuzivame témér ve vSech testech timto zptsobem:

Vsechna nadhodné ¢isla rozdélime do k kategorii a provadime n navzajem nezéavislych
pokusti, to znamend, Ze n-krat generujeme veli¢inu s rovnomérnym nebo jinym pravdépo-
dobnostnim rozloZenim. Symbolem ps oznac¢ime pravdépodobnost, Ze vysledek pokusu padne
do kategorie s a y, necht je pocet pokusti, které skutecné padly do kategorie s. Zformulujeme
pak vztah

V= Z (ys — nps)® (CHTI)

n
1<s<k Ps

kde V je vysledns hodnota testu x?2.
Kdyz jsme ziskali hodnotu V', musime urcit, zda je tato hodnota vyhovujici. Zavadime
proto stupen volnosti, jenz je v nasem pfipadé roven

v=k-—1,

to znamena, ze stupen volnosti je o 1 mensi, nez je pocet kategorii.

Znéme-li vysledek testu x? a stupeii volnosti, miizeme podle statistickych tabulek uréit
hladinu vyznamnosti, které tato hodnota odpovida.

Hladina vyznamnosti je pfedem zvolend pravdépodobnost, ktera je dostateéné mala pro
zamitnuti hypotézy o rozlozeni daného ndhodného ¢isla. Hladinu vyznamnosti zna¢ime sym-
bolem «.

P¥i vyuziti testu x2 postupujeme zpravidla takto:

1. Zjistime hodnotu V.
2. Pro tuto hodnotu a pro prislusny stupen volnosti najdeme odpovidajici hladinu vy-
znamnosti, pfipadné jeji nejblizsi nizsi hodnotu.

Generator nadhodnych ¢isel pokladame za vyhovujici, je-li hladina vyznamnosti vétsi, nez
0.95. Samoziejmé musime dbat na to, aby byl pocet pokust n co nejvétsi. V pripadé, ze
je teoreticky pocet cisel, které padnou do s-té kategorie, mensi nez 5, nezahrnujeme tuto
kategorii do vypoctl a stupen volnosti v je tedy nizsi.

5.5.1 Testy rovnomérnosti rozlozeni

V téchto testech vyuzivame vzorce (CHI), podle néhoz pfimo srovnavame skuteénost s te-
oretickymi hodnotami.
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Test na rovnomérnost

Interval, do néhoz padnou generované pseudondhodné veli¢iny, se rozdéli do n podintervali;
pravdépodobnost, Ze generovand veli¢ina padne obecné do k-tého intervalu je 1/n. Pak
statisticky zhodnotime kritériem 2 teoreticky pocet generovanych velidin, které padnou do
jednotlivych intervald a jejich skutecny pocet. Muzeme také brat v vahu dvojice az n-tice
sousednich &isel a zjistovat, kolik jich padne do dvou aZ n-rozmérnych intervali.

Rovnomérnost dvojic

Jednotkovy ¢tverec rozdélime na vétsi pocet (asi 100) dilt. Potom bereme po sobé nasledu-
jici dvojice ndhodnych éisel a zjistujeme, kolik jich padne do jednotlivych intervald (dvojici
povazujeme za soufadnice bodu, ktery padne do jednotkového ¢tverce). V jedné sérii zkou-
méame asi 50 000 hodnot. Zhodnoceni vysledkii metody provedeme opét testem y2.

Rovnomérnost trojic

Pii tomto testu postupujeme stejné jako v pfedchéazejicim, bereme vsak trojice nahodnych
¢isel a uvazujeme jednotkovou krychli. Volime asi 1000 intervalti a 30 000 ndhodnych cisel.

RozloZeni maxima z n ¢lenu

Bereme n-tice po sobé nasledujicich ndhodnych ¢isel z1, z9, 3, ..., x,. VypolitdAme hodnoty
U = [max(xy, 2, ..., 2,)]". Takto vzniklou posloupnost hodnot U testujeme na rovnomér-
nost. Volime n = 2,3,4,5,10 a v jednom pokusu testujeme 100000 hodnot.

5.5.2 Testy nahodnosti rozloZeni

Rozhodnuti o ndhodnosti posloupnosti pseudondhodnych ¢isel neni jednoduché, ponévadz v
kone¢né posloupnosti pseudonédhodnych ¢isel miazeme vzdy néjakou zakonitost najit. Proto
zjistujeme, do jaké miry je tato posloupnost ndhodné a miru kvantitativné ohodnotime.

Test na intervaly

V tomto testu provéfujeme délku posloupnosti pseudondhodnych ¢isel mezi dvéma hodno-
tami, které padnou do téhoz, predem zvoleného, intervalu. Vy¢islime tedy pocty posloupnosti
stejnych délek a statisticky je zhodnotime kritériem x2.

Zavedeme-li hodnotu p =horni mez intervalu — dolni mez intervalu, pak pravdépodob-
nost, %e posloupnost bude mit délku ¢, je: p; = p(1 — p)?, tedy pro posloupnost délky nula
plati pg = p. Tohoto testu se da vyuzit pouze pro generator ¢isel typu real s rozlozenim
R(0,1).

Test sbératele kuponu

Zjistuje se délka posloupnosti pseudondhodnych ¢isel takové, Ze se v ni kazdy mozny clen
posloupnosti objevi alesponi jednou. Pro kritérium y? se pouziva vztahu

d [ r
q?"_]-_dT{ d }7
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kde ¢, je pravdépodobnost, ze posloupnost délky r neobsahuje vSechna ¢isla generovana

. . VA Y4 oxe . . o - Ry r
generatorem, d je nejvétsi mozné Cislo, které generator miize vytvorit, zvétsené o 1, { d }

je Stirlingovo éislo druhého druhu (viz tab. 5.1). Testu sbératele kupont se d& pouZit pro
generator ¢isel typu integer v intervalu (0,d — 1). Stirlingova ¢isla se zapisuji ve tvaru:

=0

Tabulka 5.1: Stirlingova ¢isla 2. druhu

k
nfoj1] 23] 4 | 5 [6|7]8
oftfoJ oo ] o 0o [ofo]o
1fof1] oo o o [o]o]o
2of1[ 1 [0 ] o 0o [ofo]o
3oft[ 3 [ 1] 0 0o [o]o]o
afofi[ 7 ]6 | 1 0 [ o ]o]o
s5o[t[15]25] 10 [ 1 [ 0o o]0
6 o[1[31 ]9 | 6 [ 15 | 1 [0]0
7 o[1][ 63 [301] 350 [240 | 21 [ 1 [0
8 | of1[127]966] 1701 | 1050 | 266 | 28 | 1

Test mezer

Uvazujeme-li tfi sousedni ¢isla posloupnosti, pak existuje pravé 6 moznosti vzajemnych
relaci:
a<b<ca>b>ca>c>ba<c<bc>a>bc<a<bd

Moznost, ze by se dvé nebo tfi ¢isla v trojici rovnala, vylu¢ujeme; pii vhodné zvolenych
konstantach generatoru se to nestava. Zjistime, kolikrat se ve zkoumané posloupnosti objevi
kazda z téchto moznosti a statisticky je zhodnotime testem x? s tim, Ze predpokladime, Ze
pravdépodobnost je vzdy rovna 1/6.

Poker test (test pétic)

Test na rovnomérnost by mohl dat dobré vysledky i v ptfipadé posloupnosti cisel, ktera je
nedostatecné ndhodnéa. Prikladem takové posloupnosti je napf.

11112222333344445555666677778888  atd.

Je zfejmé, ze pocet clend posloupnosti, které padnou do jednotlivych intervald, sice odpo-
vida rovnomérnému rozloZeni, ale tato posloupnost se ani zdaleka nepodoba posloupnosti
nahodné. Proto zavadime poker test: Posloupnost generovanych ¢isel rozdélime do pétic
a zjistime pocet raznych cisel v pétici, ktery oznacime napf. pismenem r. Pak pouzijeme
kritéria y? s pravdépodobnostmi

d(d—l)...(d—r+1){ k }

br = Jk r
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kde p, je pravdépodobnost, ze v pétici bude pravé r rtuznych c¢isel, k je pocet ¢isel ve skupiné
(v naSem piipadé je to 5), d je maximdalni mozna hodnota generované veli¢iny zvétSené o 1,

a { f } je Stirlingovo ¢islo druhého druhu.

Tohoto testu se da vyuzit pouze pro testovani posloupnosti, jejichz ¢leny jsou ¢isla typu
integer a padnou do intervalu (0,d — 1).

Déle existuje t¥ida empirickych testfl, které nevyuzivaji kritéria x2. Z téchto testt uve-
deme pouze Hammingtiv test.

Hamminguv test

Tento test ma odhalit, zda se nékteré hodnoty nahodnych ¢isel nevyskytuji s vétsi cetnosti.

Zkouméame velikost souctu
n—1

> (yi — 0.5) (g1 — 0.5)=0
i=1
Je-1li generator dobfe navrzen, je hodnota tohoto souctu priblizné nulova.

5.5.3 Testovani transformovanych rozlozeni

Pii realizaci generatorti ndhodnych ¢isel na pocitaci s pouzitim transformacnich procedur si
musime ovéfit jejich spravnou ¢innost. V nasem pfipadé vychazime ze zdkladniho rozlozeni
R(0,1), které transformujeme na libovolné rozloZeni. Nejvétsi nepfesnost transformovanych
nahodnych veli¢in tedy mtize zpiisobit chyba v zdkladnim rozlozeni. Pfesto, i pfi pouziti
spravné navrzeného zékladniho rozlozeni, musime provést testovani transformovanych veli-
¢in, nebot nékteré chyby, jez se zde projevuji, v zdkladnim generatoru nedokdzeme odhalit.

Test dobré shody >

Zakladnim testem, jehoz jsme pro testovani transformovanych ndhodnych veli¢in pouzili, je
test dobré shody x2, ktery odhali nejen spravnost parametrit rozlozeni, ale testuje i tvar
rozlozeni. Cely algoritmus testu miZeme shrnout do ¢tyt zakladnich kroki:

1. Vygenerovani kontrolovaného souboru hodnot ndhodné veli¢iny s danym rozlozenim.
2. Ziskani srovnavaciho souboru se spravnymi parametry a tvarem.

3. Srovnani obou souborti vypoétem hodnoty testu y?.

4. Zhodnoceni vysledku testu na zakladé urcité predem zvolené hladiny vyznamnosti.

Ad 1) Vygenerujeme velkou sérii n hodnot testované ndhodné veliiny (pouZzijeme n =
10000). Na zékladé znalosti pfedpoklddaného oboru hodnot M néhodné velic¢iny pro-
vedeme jeho déleni na m (volime m = 100) stejnych, navzajem disjunktnich tf¥id. Pak
provedeme tfidéni souboru ndhodnych cisel tak, ze hleddme cetnosti, se kterymi na-
hodné ¢isla padnou do jednotlivych t¥id déleni oboru hodnot M. Je-li oborem hodnot
M interval (1, z2), pak pfi déleni tohoto intervalu na m t¥id je pro hodnotu z ndhodné

veli¢iny indexem tfidy, do které hodnota padne,
m
) = entier((r — 1) — + 1).
j = entier((@ = a1)—"—+1)

Provedenim tohoto déleni ziskdme zpracovany soubor cetnosti, jehoz pouzijeme ve
vypoctu hodnoty testu.
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Ad 2) Kontrolni (srovnévaci) soubor mtizeme ziskat nékolika zptisoby:

a)

Pouzitim distribuéni funkce F'(x) daného rozlozeni, kdy kontrolni ¢etnosti n; od-
povidaji tfidam déleni oboru M, ziskame jako soucin poc¢tu generovanych hodnot
n a rozdilu hodnot distribuéni funkce F(x) v krajnich bodech j-té t¥idy oboru M

nj =n[F(z1 + jAz) — F(z1 + (j — 1)Ax)],

kde Az = 2221 je velikost t¥id.

m
Pouzitim funkce hustoty daného rozlozeni, kde cetnost v j-té tfidé je
z1+jAx
n;=n / f(x)dx

z1+(j—1)Az

pro pripad, Ze nezname distribu¢ni funkci rozloZeni.

U diskrétnich ndhodnych veli¢in volime t¥idy tak, aby kazd& obsahovala pravé
jednu hodnotu oboru hodnot ndhodné veli¢iny, piip. vzdy stejny pocet moznych
hodnot veli¢iny. Pak mizeme vyuzit frekvenéni funkce f(z;)

nj =nf(z;)

Déleni oboru hodnot M v 1. a 2. kroku algoritmu musi pro spravny vysledek testu
souhlasit.

Ad 3) Provedeme srovnéni obou soubort ¢etnosti — kontrolovaného a kontrolntho — vy-
poctem hodnoty testu dobré shody podle vztahu

(N — )2
XZ:Z( Jn.nj)7 nj >5
j=1 !

kde IV; jsou Cetnosti kontrolovaného souboru a n; ¢etnosti kontrolniho souboru. Vy-
pocet omezime pouze pro ¢etnosti n; > 5, coz je podminkou sprévnosti testu.

Ad 4) Test zhodnotime na zékladé tabulky rozloZeni x?. Piedpokladdme-li uréitou hladinu
vyznamnosti p nasi hypotézy, pak jestlize x* < x,, kde x? je hodnota testu a z, je
kvantil rozlozeni pro danou hladinu vyznamnosti p a pro pocet stupni volnosti, jenz
odpovid4 poctu cetnosti n; > 5 v sumé vyrazu pro vypocet hodnoty testu. Jestlize
x? > x,, pak transformace nevyhovuje.

5.6 Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo je experimentalni numerickd metoda, ktera fesi danou tlohu experi-
mentovanim se stochastickym modelem, v némz se vyuziva vzajemného vztahu mezi hleda-
nymi veli¢inami a pravdépodobnostmi, se kterymi nastanou urcité jevy. Za zakladatele této
metody se povazuji americ¢ti matematikové J. von Neumann a S. M. Ulam, kteri v r. 1949
publikovali ¢lanek ” The Monte Carlo method”. Historicky prvnim pfikladem pouziti metody
Monte Carlo je Buffonova tloha pro urceni hodnoty éisla 7.
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Buffonova 1iloha

V rovin€ je narysovana soustava rovnobézek ve stejnych vzdalenostech 2a, kde a > 0. Na
rovinu hazime shora jehlu délky 2b; plati, ze 0 < b < a. Mame urcit pravdépodobnost, ze
jehla protne nékterou rovnobézku (=jev A).

Reseni: Necht y znaéi vzdalenost stfedu S jehly od nejblizsi rovnobézky a © je thel se-
vieny jehlou a uvedenou rovnobézkou. Veli¢inami y a © je poloha jehly vzhledem k uvazované
rovnobézce jednoznac¢né uréena — viz obr. 77.

Vsechny mozné polohy jehly vzhledem k nejblizsi rovnobézce jsou reprezentovany vsemi
body (©,y) obdélnika Q uréeného intervaly © € (0,7), y € (0,a). Uvazovand jehla protne
nékterou rovnobézku, bude-li platit, ze

y < bsin®
Proto je jevu A pfizniva oblast A, ktera je ohranicena kiivkou y = bsin©® a osou © —
obr. 7?7. Ponévadz |Q| = ar
|A] = /bsin@d@ = [~bcos O] = 2b,
0

hledané pravdépodobnost
_ Al _ 2

Q] ma
Pravdépodobnost p(A) je pifimo tumérna velikosti jehly a nepfimo Gmérna vzdalenosti rov-
nobézek. Polozime-li a = b = 1, dostaneme jednoduchy vztah

p(A)

Budeme-li hazet jehlu na papir, na ktery jsem nakreslili soustavu rovnobézek od sebe stejné
vzdalenych, mohou nastat tyto pripady:

e jehla spadne na papir — uskutec¢néni pokusu;
e jehla protne nékterou rovnobézku — priznivy vysledek pokusu;
e jehla spadne mimo papir — neuskute¢néni pokusu.

Oznacime-li n pocet uskuteénénych pokust a m pocet priznivych pripadt, pak relativni
¢etnost ™ je odhadem pravdépodobnosti p(A) jevu A, Ze jehla protne nékterou rovnobézku.
Jde tedy o vyjadreni téze pravdépodobnosti, a to jednou vzorcem klasické pravdépodobnosti

a podruhé vzorcem pro geometrickou pravdépodobnost

Al 2b
Q] 7a
Plati tedy vztah
2.m
T n’
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ze kterého mizeme priblizné urcit hodnotu cisla

. 2n
T=—
m

Je ziejmé, ze ¢im vice pokusti uskute¢nime, tim presné€jsi hodnotu ¢isla 7 ziskdme.
Na tomto prikladé mazeme ukézat t¥i charakteristické vlastnosti metody Monte Carlo.

1. Pfi pouziti metody Monte Carlo nemusime znat presné vztahy mezi danymi a hleda-
nymi veli¢inami tlohy; stac¢i jen vyjasnit souhrn podminek, za kterjch nastane pii-
slusny jev.

2. Jednoducha struktura algoritmu; jde pouze o vyhodnoceni vysledku jednoho pokusu —
v nasem pripadé o vyhodnoceni, zda jehla protne nékterou rovnobézku. Tento postup
opakujeme n-krat a jednotlivé pokusy jsou na sobé nezavislé. Proto se metoda Monte
Carlo nazyva také metodou statistickych zkousek.

3. Chyba metody je tmérna vyrazu /D /n, kde D je jista konstanta a n je pocet pokusti.
7Z tohoto vztahu vidime, Ze metodou Monte Carlo nemiiZzeme dosdhnout velké presnosti
vypoctu. Chceme-li chybu metody zmensit desetkrat, musime zvysit pocet pokusi sto-
krat. Metoda je dostatecné efektivni, stac¢i-li n4m vysledek s presnosti 5 — 20%. Odhad
presnosti vypoctu metodou Monte Carlo mé pravdépodobnostni charakter. Mizeme
pouze udat meze, za které chyba nevzroste s pravdépodobnosti blizkou jednicce.

Metodou Monte Carlo se fesi napf. nékteré soustavy linearnich rovnic, invertovani matic,
vypocet vicerozmérnych integrali, feseni Dirichletova problému, FeSeni funkcionalnich rovnic
ruznych typu aj. Metody Monte Carlo lze pouzit i pro feseni rtznych tloh jaderné fyziky.
Rozvoj této metody je Gzce svazan s rozvojem c¢islicové vypocetni techniky a programovych
prostiedkid pro generovani ndhodnych cisel.

5.6.1 Priklad pouzZiti metody Monte Carlo pro feSeni Dirichletovy
ulohy z oblasti parcialnich diferencialnich rovnic

Je znamo, Ze metoda siti neni pfi feseni parcialnich diferencidlnich rovnic aplikovatelna na
vicerozmérné ulohy. Dochazi zde k prudkému vzrastu mfizovych bodi sité a vzhledem k vel-
kym néroktim na pamét a dobu vypoctu, se tato metoda stdvd netinosnou i pro vykonny
pocitaé. Proto je v téchto pfipadech vyhodné pouzit metody Monte Carlo, jejiz vyrazné vy-
hoda se projevi zvlasté tehdy, potfebujeme-li vypocitat hodnotu jen v jednom nebo nékolika
malo bodech sité.

Zadani Dirichletovy ulohy: V roviné R je ddna oblast D a na jeji hranici je definovana
funkece f(z,y) = f(Q). Hleddme TeSeni u(x,y) Laplaceovy rovnice

Pu 0%u
22 T3 = 1
922 " 0y? 0 (5.1)
ktera na hranici I' nabyva hodnot
w@Q) =f(Q)., kde QeT (5.2)
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Zvolime-li v roviné Ry ¢tvercovou sit a pfevedeme-li rovnici (5.1) na diferenéni, dostaneme
okrajovy problém

u(P) = i(U(Pl) +u(P2) + u(Ps) + u(Fy)) (5.3)

u(@;) = f(Qy),

kde @; je libovolny hrani¢ni mfiZzovy bod.

Vytvofme stochasticky model, jenZ souvisi s rovnici (5.3). Pfedpoklddejme, Ze vyjdeme
z ur¢itého, pevné nebo ndhodné zvoleného vnitiniho bodu sité. S pravdépodobnosti 1/4
nahodné zvolime jeden ze 4 smérti, vlevo, nahoru, vpravo, dolt. Pfejdeme tak na sousedni
miizovy bod, z néhoz pokracujeme stejnym zptsobem dale az obdrzime posloupnost mii-
zovych bodu sité, zafinajici bodem P a konéici hrani¢nim bodem Q. Symbolem p(P, Q)
oznacme pravdépodobnost, Ze se dostaneme z bodu P do bodu (. Pravdépodobnosti, ze
se dostaneme z bodu P do bodu P; (kde i = 1,2,3,4) jsou rovny 1/4; podle véty o uplné
pravdépodobnosti plati vztah

P(P.Q) = T((P1, @)+ p(Po. Q) +p(P5,Q) + 03, Q) (54)

Tato rovnice je pravdépodobnostnim vyjadienim diferen¢ni rovnice (5.3); spliiuje okrajové
podminky:

p(Qi, Qi) = 1 (5.5)
p(Q;,Q:)) = 0 pro Q; #Q;

Pii danych okrajovych podminkich existuje pouze jedind funkce, splitujici rovnici (5.3).
Modelujeme-li ndhodnou prochéazku, kterda vzdy zac¢ind v bodé P, n-krat a stanovime-li
pocet m pfipadl, v nichZ ndhodné prochézka skonéila v bodé @, ziskdme vztah

=~ p(P.Q) (5.6)

Predpokladejme, Ze kdyz se dostaneme do hrani¢niho mfizového bodu @, zaplatime popla-
tek f(Q). Vyse tohoto poplatku pfedstavuje ndhodnou veli¢inu, jejiz ndhodnost spoc¢iva v
tom, Ze se z bodu P dostaneme do hrani¢niho bodu @; ndhodné; oznacime ji £(P). Veli¢ina
&(P) tedy mize ndhodné nabyvat hodnot f(Q1), f(Q2), ..., [(Qs), kde Q1,Qa2, ..., Qs je mno-
Zina hrani¢énich mfizovych bodt. Pravdépodobnost, Ze zaplatime poplatek f(Q;) je rovna
p(P, Q;); stfedni hodnota poplatku je uréena vztahem

W(P) = BE(P) = 3 F(Qn(P. Q) (5.7

S pfihlédnutim k rovnicim (5.4) a (5.5) odtud vyplyvé, Ze stfedni hodnota poplatku zapla-
ceného pfi ndhodné prochézce zacinajici v bodé P, je feSenim okrajového problému (5.3).
Realizace této tlohy na pocitaci je snadna.

Necht ma bod P soufadnice (zg,¥o) a libovolny prvek posloupnosti soufadnice (x,y).
Body (z + h,y), (z,y + k), (x — h,y), (z,y — h), kde h je délka strany ¢tverce sité, nazveme
sousednimi k bodu (z,y). Pfechod z libovolného m¥iZového bodu do sousedniho realizu-
jeme generatorem rovnomérné rozdélenych pseudonahodnych cisel, jenz vygeneruje cislo z
intervalu (0,1) které oznaéime u. Bude-li

w € (0,0.25), pak mé novy bod soufadnice (x + h,y)
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w € (0.25,0.5), pak mé novy bod soufadnice (z,y + h)

u € (0.5,0.75), pak mé novy bod soufadnice (z — h,y)

w € (0.75,1), pak mé novy bod soutfadnice (x,y — h)
Pii feSeni registrujeme tyto veli¢iny: soufadnice (xg,yo) po¢ateéniho bodu P, soufadnice
obecného bodu (z,y) a pocet realizovanych ndhodnych prochézek.

Pro ilustraci dosazené piesnosti feseni uvadime v tabulce 5.2 deterministicky vyfesenou
tlohu pro ¢tvercovou oblast rozdélenou siti na 5 x 5 uzlovych bodi.

Tabulka 5.2: Zadané okrajové podminky a spravné feseni tlohy

4 | =710
2 3 2 7 10
-2 4 5 6 11
8 |10 | 8 1| -10
20116 | O

V tabulce 5.3 jsou uvedena vysledna feseni pro vnitini body sité, kterych bylo dosa-
Zeno pii ur¢itém poctu pokusi. Se zvétsujicim se po¢tem pokusi se FeSeni blizi spravnym
hodnotam.
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Tabulka 5.3: Vysledné feSeni pro vnitini sitové body

100 uskutecnénych pokust
[t [ 2 [ 38 [ 4 [5
1 0 4 =7 10
2| 2 | 3.4285 | 3.6875 | 4.6666 | 10
3| —2 ] 3.0909 | —1.1000 | 2.5384 | 11
41| 8 | 7.5454 | 8.4285 | 1.7500 | —10
51 0 20 16 0 0
500 uskutecnénych pokustu
[t [ 2 [ 38 [ 4 [5
1 0 4 -7 10
2 2 2.6575 4.1562 6.1162 10
3| —2 | 3.7894 | 3.2500 | 5.2830 | 11
41 8 | 88723 | 5.5090 | 0.5536 | —10
51 0 20 16 0 0
10000 uskuteénénych pokusi
[ v [ 2 [ 38 [ 4 |
1 0 4 -7 10
2| 2 |3.0258 | 2.3953 | 6.7132 | 10
3| —2 | 3.8071 | 4.9079 | 6.1156 | 11
4| 8 | 95711 | 7.7772 | 1.3668 | —10
51 0 20 16 0 0
100000 uskutecnénych pokust
| 1] 2 3 4
1 0 4 -7 10
2| 2 |3.0196 | 2.1068 | 6.9355 | 10
3| —2 | 3.9235 | 4.9627 | 6.0009 | 11
41 8 |9.9050 | 7.9593 | 1.0018 | —10
51 0 20 16 0 0
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Kapitola 6

Modelovani a simulace
diskrétnich systémui

Zakladni charakteristikou diskrétniho systému je zména stavu systému skokem, na zakladé
uddlosti. Mezi jednotlivymi udalostmi se stav systému neméni a udalost trva nulovou dobu.
Vztah mezi udalostmi a stavem diskrétniho systému je na obr. 7?7. Symboly FE1, Es, ... re-
prezentuji vyskyty udalosti, sg, s1, ... definuji stavy mezi udalostmi a T3, 75, ... ¢asy vyskytu
udalosti.

Do t¥idy diskrétnich systémi patti diskrétni systémy deterministicke a stochastické. Pod
pojmem diskrétni simulace (z angl. discrete event simulation) se vétsinou rozumi simulace
systémi stochastickych. Tato nepresnost v oznaceni je dana skuteCnosti, ze se terminem
diskrétni simulace zduraznuji specifické metody modelovani a nikoliv aplika¢ni oblasti nebo
specifika modelovanych systémt, jak je tomu napfiklad u systémii logickych (deterministic-
kych), se kterymi se sezndmime pozdéji.

Pro modelovani diskrétnich stochastickych systému, ke kterym patii predevsim systémy
hromadné obsluhy, je charakteristickd aplikace stochastickych metod feseni a specialnich
programovacich jazykd. Stochasticky charakter zmén v modelovaném systému, ktery vy-
plyva ze stochastickych aproximaci ndhodnych jevi, vede k vypoc¢tim s ndhodnymi cisly.
Tuto metodu, pfi niz model pfijimé podnéty charakterizované uréitym pravdépodobnostnim
rozloZzenim a kdy usuzujeme na chovani systému na zdkladé statistickych charakteristik o
reakcich modelu, povazujeme nékdy za modifikaci metody Monte Carlo a byva také ozna-
¢ovana jako simulace Monte Carlo.

Statisticky charakter ziskanych vysledkt do jisté miry implikuje Gcel simula¢nich mo-
deltl této t¥idy. Zpravidla jde o posouzeni vykonnosti modelovaného systému, vyuziti riz-
nych zdroji, se kterymi se v ramci systému disponuje, nebo nalezeni kritickych, ¢i citlivych
mist v systému. Je zfejmé, Ze pocet aplikacnich oblasti je pro tento typ simulace prakticky
neohraniceny. Dulezité misto zde ma navrh pocitacovych systémt na systémové trovni.

6.1 Diskrétni simulac¢ni jazyky
Uvedme nejdiive charakteristické rysy diskrétnich simula¢nich jazyki.
(1) Paralelnost: Protoze po sobé jdouci zmény stavu modelu mohou byt ddny zcela neza-

vislymi udélostmi rtiznych procesi, simula¢ni jazyky vyuzivaji koncepce modelového
casu k usporadani udalosti podle okamzikt, ve kterych maji udalosti nastat. Nékteré
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jazyky maji moznost ”paralelniho” programovani na jednoprocesorovém pocitaci —
kvaziparalelniho programovéani.

(2) Velikost: Vétsina systémi, které chceme modelovat na poéitaci, je rozsahla jak v ob-
jemu, tak i v rozmanitosti. Proto je spolecnym rysem vsSech diskrétnich simulacnich
jazyka dynamické pridélovani paméti, umoziujici uvoliiovat pamétovy prostor téch
prvkt modelu, které se stavaji neaktivnimi (odchazeji ze systému), pro nové poza-
davky na pamét. Rozmanitost modelovanych systémii se projevuje znacnou délkou
simula¢nich programi.

(3) Strukturdlni zmény: Mnoho dynamickych systémi je postaveno na pojmech pohyb
resp. tok, coz vede ke zméndm prostorové konfigurace v ¢ase. Simula¢ni jazyky pak
obsahuji prosttedky pro zpracovdni seznamau, které umoznuji realizovat strukturalni
zmeény v systému.

(4) Vzdjemné zavislosti: Slozité vztahy mezi slozkami systému casto vedou k extrémné
slozitym zavislostem, podminujicim vyskyt nékterych udalosti. Kromé booleovskych
vyrazu, tak jak jsou znamy z obecnych programovacich jazyki, maji simulacni ja-
zyky jesté dalsi moznosti pro popis vzadjemnych zavislosti. Jsou odvozeny z mnozinové
algebry a z predikatového poctu.

(5) Stochastické jevy: P¥i popisu udélosti nebo procesti, jejichz kauzalni vztahy nejsou
znamy nebo jsou irelevantni, se Casto pouziva generatori nahodnych ¢isel s raznym
pravdépodobnostnim rozlozenim. Typickymi reprezentanty téchto stochastickych sys-
tému jsou systémy hromadné obsluhy.

(6) Statisticka analyza: Vyhodnoceni chovani stochastickych simula¢nich modeld vyza-
duje aplikaci metod statistické analyzy. Soucéasti simula¢nich jazyku jsou tudiz ty pro-
stredky, které umoznuji automaticky ziskavat a tisknout histogramy, prumeéry, stan-
dardni odchylky apod.

Mnohé z uvedenych prostfedkil nelze povazovat za specifické pouze pro simulacni jazyky.
Vyvoj programovacich jazykt ukazal, ze takové prvky, jako je dynamické pridélovani paméti
nebo zpracovani seznamu, maji mnohem Sir$i oblast aplikaci a jsou proto samoziejmou
soucasti univerzalnich programovacich jazyk.

Vyvoj prostiedkt pro popis diskrétnich simula¢nich modeld se datuje od pocatku Se-
desatych let vznikem celé fady rozliénych jazyki nebo specializovanych soubort procedur.
7 jazyku, které jsou vybudovany jako soubory procedur v obecnych programovacich jazy-
cich, jsou nejznaméjsi jazyky GASP, vyuzivajici prostfedki jazyka FORTRAN, a SIMON,
vyuzivajici prostfedkit ALGOLu 60. Daleko bohatsi prostfedky pro popis modelu i prova-
déni simula¢nich experimentt vSak poskytuji jazyky, které vyzaduji specialni kompilator. Je
to napt. jazyk SIMSCRIPT, jenz patfi k nejstar$im a nejuzivanéj$im simula¢nim jazykum.

Modelovany systém je v jazyku SIMSCRIPT popsan entitami, které jsou definovany
svymi vlastnostmi - atributy. Podle toho, zda entity zistavaji v modelu po celou dobu
simulace ¢i nikoliv, délime je na trvalé a prechodné. Toto déleni je vyznamné predevsim
pro zpusob pridélovani paméti a diky tomu patii SIMSCRIPT mezi simula¢ni jazyky malo
naroéné na pamét. Entity mohou byt sdruzovany do soubort, které lze organizovat podle
pravidel FIFO (first in, first out), LIFO (last in, first out) nebo podle priorit.

Simula¢ni béh je zajistovan kalenddinim programem, ktery pracuje se zadznamy udélosti
a zajistuje vyb&r a zpracovani udalosti s nejnizsi hodnotou ¢asu jejiho vyskytu. Zpracovani
udalosti spociva ve vyvolani odpovidajicitho podprogramu udalosti, ktery pripravuje progra-
mator. Podprogramy udalosti zajistuji jednak zmény stavu entit, shromazdovani statistik a
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jejich tisk, jednak planovani novych, resp. ruseni jiz vytvorenych udalosti. Tyto, programem
vytvarené udalosti, jsou oznacovany jako vnitini, na rozdil od vnéjsich udalosti, které jsou
pripraveny programatorem pied zahdjenim simulace a do systému se zavadéji souborem
vnéjsich udalosti. Stane-li se, Ze ve stejném okamziku mé nastat vnéjsi i vnitini udalost,
nastane vnéjsi udalost jako prvni. Poznamenejme, Ze filozofie jazyka neumoziuje vyvolavat
udélosti podminéné, tj. vyvolat udalost teprve tehdy, dostane-li se systém do urcitého stavu
(jde o tzv. interrogativni fazeni uddlosti).

Soucasti jazyka SIMSCRIPT je zabudovany generator ndhodnych ¢isel a prostfedky pro
shromazdovani a zpracovéani statistik.

Simulac¢ni jazyk CSL je zalozen na ponékud odlisném principu, nez vétSina ostatnich
simula¢nich jazykt. Dynamika modelovaného systému se vyjadiuje nikoliv udédlostmi, ale
Cinnostmi (activities). Vystavba modelu spoéivd v ureni ¢innosti, které zptisobi zmény
stavu modelu, podminek, které musi byt splnény, aby ¢innosti mohly nastat, a druhd zmén,
k nimz dochazi ptisobenim ¢innosti.

Casové hodnoty vsech ¢innosti se uvadéji relativné vzhledem k aktualni hodnoté mode-
lového casu. Kromé piikazu jazyka FORTRAN jsou v CSL k dispozici ptikazy pro praci
se seznamy. Zabudované prostfedky pro generovani ndhodnych veli¢in a pro shromazdovani
statistik 1ze oznacit za pomérné chudé, coz je asi dano pomérné starsim datem vzniku tohoto
jazyka.

Velmi mocnym simula¢nim jazykem je SIMULA. Jeji posledni verze, SIMULA 67, je
univerzalnim programovacim jazykem, ktery je rozsahlym rozsifenim ALGOLu 60. SIMULA
obsahuje tfi systémové tifidy. Trida SIMSET poskytuje prostiedky pro praci s obousmeérné
vazanymi seznamy. TFida BASICIOdefinuje prostfedky pro vstup a vystup. Pro simulaci je
uréena tf¥ida SIMULATION, ktera je podtfidou t¥idy SIMSET.
predstavuje vzor tdaju a procedur, na jejichz zédklad€ lze vytvaret neomezeny pocet instanci.
Kazda podtfida libovolné t¥idy od ni dédi data i ¢innosti.

Pro systémovou tfidu SIMULATION je vyznamny pojem proces. Procesem zde rozu-
mime objekt, ktery je definovan svymi vnitifnimi i vnéj$imi vlastnostmi a predpisem o svém
chovéani, jeZ muze byt rozlozeno v Case. Kazda udalost v procesu se vyznacuje aktivni fazi
procesu - posloupnosti pfikazt jinych nez planovacich. Kon¢i-li aktivni faze, lokalni fizeni
procesu zustava na konci planovaciho ptikazu, ktery tuto aktivni fazi ukoncil a naplanoval
dalsi aktivni fazi tohoto procesu. Jakmile prejde fizeni opét na tento proces, pohybuje se
lokalni fizeni procesu po prikazech jeho dalsi aktivni faze.

Préace s modelovym c¢asem znamena praci se seznamem zaznamu udalosti. Praci s timto
seznamem usnadnuji systémové procedury, které umoznuji naplanovani nové aktivni faze
procesu v zadaném case, potlaceni pravé béziciho procesu na urcitou i neurcitou dobu,
potlaceni provadéni libovolného procesu apod.

Soucasti systémové t¥idy SIMULATION jsou rovnéZz bohaté prostiedky pro praci s né-
hodnymi veli¢inami, pro shromazdovani a vyhodnocovani statistik.

Lze Fici, ze SIMULA, ktera jako prvni pouzila objektové orientovany pfistup, je zatim
nejpropracovanéjsSim simula¢nim jazykem a jeji vyznam daleko pfesahuje oblast modelovani
a simulace.

Principy objektové orientovaného programovani jsou déle rozvijeny v modernéjsich jazy-
cich, jako jsou Smalltalk a C++. Tyto univerzalni jazyky jsou ¢asto vyuzivany i pro potieby
modelovani a simulace a za tim ucéelem jsou doplnovany specidlnimi knihovnami t¥id. P¥i-
kladem muze byt simula¢ni knihovna SIMLIB pro C++.

Alternativou imperativnich jazykt mohou byt jazyky funkcionalni, logické a jazyky za-
lozené na reprezentaci modelu grafem (siti).
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Do tiidy funkcionalnich a logickych jazyki patii rizné modifikace jazykt LISP a Prolog
pro diskrétni simulaci, které umozriuji pomérné snadno vytvorit nejen simula¢ni model a si-
mulator, ale i inteligentni uzivatelské rozhrani, spravu modeld a prostiedky pro zpracovani
vysledkt simulace véetné pripravy a realizace simula¢nich béht. Z grafové orientovanych
jazyku uvedeme GPSS, Q-GERT a Petriho sité vyssi drovné.

K prednostem jazyka GPSS nalezi snadnost vyuky, ponévadz GPSS nenavazuje na zadny
jiny programovaci jazyk. Jazyk GPSS je povazovan za snadno osvojitelny i proto, Ze neni
nadstavbou jiného programovaciho jazyka, jak je tomu casto v pfipadé simulac¢nich i jinych
problémové orientovanych jazyki.

Uzivatel ma k dispozici soubor standardnich bloki a programovani v tomto jazyce spo-
¢iva ve vybéru vhodnych typua bloku pro danou tlohu a ve specifikaci jejich vzajemného
propojeni. Vytvorenou siti blokt pak prochazeji prechodné entity, zvané transakce, které
mohou mit uréity pocet vlastnosti. Program v GPSS pracuje tak, ze generuje transakce,
uvadi je do pohybu siti blokti v pfislusném modelovém Case a provadi vSechny akce, které
jsou disledkem pohybu transakci. Soubor bloku v GPSS ma tyto funkce: generovani a eli-
minace transakci, zpozdovani transakci na uréitou dobu modelového ¢asu, ovliviiovani cesty
transakci modelovanym systémem, vytvareni a tisk zadanych charakteristik o modelovaném
systému.

Graficka forma reprezentace modelu, popsaného v GPSS, usnadniuje navrh modelu a umoz-
nuje model dobfe dokumentovat. Formalizace zapisu modelu prostfednictvim siti je zdkladem
fady dalsich jazyki, naptiklad Q-GERT.

Q-GERT méa pomérné jednoduchou a srozumitelnou grafickou formu zapisu modelu,
ktera predstavuje zobecnéni uzlové a zaroven hranové ohodnocenych grafti. Hrany v Q-
GERT sitich pfedstavuji vétsinou urcité ¢innosti probihajici v Case, jejichz doby trvani jsou
konstanty nebo hodnoty ndhodnych veli¢in. Uzly jsou pouzity pro modelovani rozhodovacich
mist, front apod.

Prvky, které se pohybuji soustavou uzlti a hran, se nazyvaji transakce. Tento termin je
pouzit v analogickém vyznamu jako v jazyku GPSS. Transakce mohou predstavovat prvky
ruzné povahy - realné objekty, informace apod. Maji urcity poc¢et parametri, jejichz hodnoty
mohou byt pouzity pro rozliSeni riznych objekti, pro ovlivnéni drahy transakci siti, pro
zéaznam informaci apod. Hodnoty parametrti se mohou ménit pii vstupu do jednotlivych
uzli sité.

Dynamika modelovaného systému je reprezentovana pohybem transakci hranami a uzly
Q-GERT sité, ktera obsahuje specidlni uzly, v nichz transakce vznikaji a zanikaji, jsou roz-
stépovany na nékolik kopii, slu¢ovany apod.

Jazyky GPSS a Q-GERT maji, jak uvidime pozdéji, velmi tzky vztah k barvengm Petriho
sitéim (Coloured Petri nets), které, stejné jako ostatni t¥idy Petriho siti, maji jednu velice
vyznamnou vlastnost - moznost ovéreni dulezitych charakteristik modelovaného systému
analyzou struktury sité. Tato moznost je dana skutecnosti, ze Petriho sif mé jednoduchou a
pfesné definovanou sémantiku. Vyznam analyzy sité spoc¢iva v tom, ze muze odhalit chyby
v navrhu modelu tim, Ze jeji vysledky jsou, na rozdil od vysledkt stochastické simulace,
ptresné. Dale se vSak budeme zabyvat predevsim simulaci.

Filosofii diskrétniho modelovani a simulace vysvétlime v dalSich ¢astech tohoto textu
jednak pomoci Petriho siti, jednak s vyuzitim objektového pfistupu v ramci popisu simula¢ni
knihovny SIMLIB pro C++ v dalsi kapitole.
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6.2 Aplikace Petriho siti v modelovani a simulaci

Petriho sité vznikly zasluhou C. A. Petriho jako prostiedek pro popis paralelnich ¢innosti
a asynchronnich udalosti. Tento matematicky model je zaloZen na modelovani kauzalnich
vztahti mezi udalostmi a jejich vlivu na stav systému.

6.2.1 Paralelni systém a jeho ridici struktura

Chovani diskrétniho systému muZeme modelovat obecné nedeterministickym stavovym au-
tomatem, pficemz pfechod systému ze stavu s; do stavu s; interpretujeme jako udélost u
(obr. ?7). Udalost u je zde podminéna stavem s; systému. Posloupnost udalosti generovanych
systémem nazveme procesem.

Postupnou dekompozici zjistujeme, Ze se systém sklada z podsystému, které jsou opét
systémy, a tedy jsou modelovatelné automaty s jejich vlastnimi stavy. Pfitom kazdy z téchto
systému vyviji vlastni aktivitu, popsatelnou procesem, ktery probihd paraleiné s ostatnimi
procesy. Systém, ve kterém po dekompozici mizeme identifikovat jednotlivé paralelné pro-
bihajici procesy, nazveme paralelnim systémem.

V paralelnim systému dochézi k vzéjemnym interakcim systémi (synchronizaci procestt),
a tyto interakce potiebujeme také adekvatné modelovat (obr. ??). Je tedy tieba stavovy
automat vhodnym zptsobem modifikovat tak, aby udélost © mohla byt podminéna stavy
jednotlivych podsystémi (procest). Vysledkem takové modifikace mize byt Petriho sit.

Abstrakci modelovaného systému z hlediska podminek a uddlosti a z hlediska koordinace a
synchronizace procesi nazveme 7idici strukturou paralelniho systému. Petriho sit je modelem
této Fidici struktury.

6.2.2 Petriho sif jako model paralelniho systému

Okamzity stav systému po dekompozici je uréen okamzitymi stavy vSech jeho podsystémi,
resp. stavy jednotlivych procest. Tyto stavy podsystémt nazveme parcidlnimi stavy sys-
tému a chapeme je jako diléi aspekty celkového stavu systému. Podle obr. 77 je udélost u
podminéna tim, ze systém se nachéazi ve stavu s;. Protoze se vSak po dekompozici podileji
na stavu s; systému jisté parcidlni stavy, z nichz s}, s?, ..., s™ jsou uréujici pro vyskyt udé-
losti u, je na prislusné urovni dekompozice udéalost © podminéna témito parcidlnimi stavy.
Diisledkem vzniku udéalosti u jsou pak parcidlni stavy Sjl, s?, ..., 87, které se podileji na stavu
s; systému. Modely parcidlnich stavti se v terminologii Petriho siti nazyvaji mista Petriho
sité (places) a v grafu sité se znac¢i krouzky nebo elipsami. Skutecnost, Ze se systém nachézi
v parcidlnim stavu s¥, se graficky znaéi teckou, které fikdme znacka (token), v pfislusném
misté (parcidlnim stavu).

Model udalosti u, kterd pfevede systém ze stavu s; do stavu s;, se v terminologii Petriho
siti nazyva prechod (transition). Pfechod t se v grafu sité znaci obdélnickem (nebo silnou
¢arkou), do kterého vstupuji orientované hrany ze vstupnich mist, které reprezentuji vstupni
podminky (vstupni mista, podminky proveditelnosti) pfechodu ¢, a z kterého vystupuji ori-
entované hrany do vystupnich mist, které reprezentuji vystupni podminky (vystupni mista,
dutsledky provedeni) pfechodu t (obr. ??). Grafem Petriho sité je tedy orientovany graf se
dvéma typy uzll, misty a pfechody, a s orientovanymi hranami mezi misty a pfechody (tzv.
bipartitni graf).

Pifechod t je proveditelny (udalost mize nastat), jestlize v kazdém jeho vstupnim misté
je znacka (vSechny podminky pro uskute¢néni udalosti jsou splnény). Provedeni piechodu ¢

(vznik udélosti) spo¢iva v odstranéni znacek ze vSech vstupnich mist a v umisténi znacek
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do vSech vystupnich mist prechodu ¢. Okamzity stav systému je modelovan znacenim sité,
coz je informace o umisténi znacek v mistech.

Uvedené tvahy vystaéily s nejvyse jednou znackou v misté, coz odpovida tzv. C/E Pet-
riho sitim (Condition/Event Petri nets). Obecné&jsi, P/T Petriho sité (Place/Transition Pe-
tri nets), véak pracuji s libovolnym poétem znacek v misté. Kazdou hranu grafu takové sité
opatfujeme kladnym celociselnym atributem, ktery specifikuje, kolik znacek z pfislusného
mista je zapotfebi k provedeni pfechodu, resp. kolik znacek se odebere/umisti z/do vstup-
niho/vystupniho mista pfechodu jeho provedenim (pro pfipad jedné znacky se explicitné
neuvadi). Provedenim pfechodu se pak z/do mista odstrani/pfida pfislusny pocet znadek.
Vyuziti téchto i jinych modelovacich schopnosti Petriho sité ukazeme pozdéji.

6.2.3 Definice Petriho sité

Nyni budeme definovat Petriho sitf, jeji znaceni a dynamické chovani.

(1)

Petriho sit N je ¢tvetice N = (P, T, B, F), kde

P ={p1,p2,...,pn} je koneéna mnozina mist (n > 0),

T = {t1,t2,...,tm} je konetnd mnozina prechodt (m > 0), PNT = 0,
B: P xT — N je zpétna incidené¢ni funkce, N = {0,1,2,3, ...},

F: P xT — N je pfimé inciden¢ni funkce.

Mnozinu et = {p|B(p,t) > 0} nazveme vstupni mnozinou piechodu ¢.

Mnozinu te = {p|F(p,t) > 0} nazveme vystupni mnoZinou prechodu t.
Misto p € et nazveme wvstupnim mistem piechodu t.

Misto p € te nazveme vystupnim mistem prechodu t.

Funkci M : P — N nazveme znaceni sité. Dvojici (N, M) nazveme znacenou Petriho
siti. Pocateéni znaceni sité zapisujeme M.

Piechod ¢ € T je proveditelng v M prévé tehdy, kdyz Vp € P : M(p) > B(p,t).

Jestlize t € T je proveditelny ve znaceni M;, pak t mize byt proveden, (fired), ¢imz
vznikne znaceni M, ve kterém Vp € P : M;(p) = M;(p) — B(p,t) + F(p,t). Zapis
M;[t)M; znamend, ze znaceni M; je pfimo dosazeno z M; provedenim piechodu ¢.

Posloupnost ptechodd o = t1ts...t, (t; € T,i = 1,2, ...,n) nazveme vypodcetni posloup-
nost, existuje-li mnozina znaceni {My, My, ..., M} takova, ze Moy[t1) My, Mi[ta)Ma,
woey My_1[tn)M,. Zépis Mylo)M,, znamend, ze znaCeni M, je dosazitelné z M, pro-
vedenim posloupnosti pfechodit o. Mnozina R(N, M) = {M'|M[oc)M'} je mnoZina
v8ech znadeni dosazitelnych z M. Mnozina L(N, M) = {o|M[oc)M’} je mnozina vSech
vypocetnich posloupnosti aplikovatelnych z M.

V nékterych pripadech, jako je modelovani vyrovnavacich paméti, skladi apod., je vy-
hodné uvazovat kapacitu mist. Pak doplnime definici Petriho sité takto:

(7)

Kapacita mist je funkce K : P — N U {oo}, kterd kazdému mistu pfifazuje pfirozené
¢islo, udavajici maximéalni mozny pocet znacek v misté nebo symbol oo pro neomezenou
kapacitu. V siti se zavedenou kapacitou mist pro kazdé znaceni M € R(N, My) musi
platit M(p) < K(p) pro v8echna p € P. Kapacita ovlivni proveditelnost pfechodu tak,
ze kromé obvyklé podminky proveditelnosti prechodu ¢ musi navic pro vsechna p € te
platit: M(p) — B(p,t) + F(p,t) < K(p), tj. ve vystupnich mistech musi byt dostatek
volné kapacity pro uloZeni znacek.
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Analyzou struktury sité mizeme zjistit fadu dilezitych vlastnosti sité, jako je bezpecnost,
omezenost, konzervativnost a Zivost sité. Prostfedky pro analyzu Petriho siti, které jsou
schopny o uvedenych vlastnostech rozhodnout, byvaji standardni vybavou systém pro praci
s Petriho sitémi. Zajemce o metody analyzy Petriho siti odkazujeme na [24].

6.2.4 Evoluce Petriho sité

Dynamické chovani (postupné zmény znaceni) sité oznacujeme jako evoluci Petriho sité a
probiha takto:

(1) Sit je inicializovdna podateénim znacenim.
(2) Urdi se mnozina proveditelnych pfechoda W, W C T.

(3) Je-li W = (), evoluce konéi (doslo napiiklad k uvaznuti, deadlock), jinak je z mnoziny
W vybran jeden proveditelny pfechod t € W, je proveden a pokracuje se bodem (2).

Evoluce Petriho sité simuluje chovani modelovaného systému. Ptiklad evoluce Petriho
sité je na obr. 77.
6.2.5 Modelovani pomoci podminek a udalosti

Jak jiz bylo naznaceno, diskrétni systém mizeme modelovat primitivy dvou typt, uddlostmi
a podminkami. Udalosti jsou akce systému. Vznik udélosti je fizen stavem systému, ktery
miize byt popsan jako mnozina podminek. Podminka mize byt vyjadiena predikatem, zavis-
lym na stavu systému, a miZze byt v daném stavu bud pravdiva (splnéna), nebo nepravdiva
(nesplnéna).

K tomu, aby urcitd udélost nastala, musi byt splnény nékteré podminky, tzv. vstupni
podminky udalosti. Vznik udélosti mize zpusobit, ze vstupni podminky prestanou platit a
jiné, vystupni podminky, zacnou platit.

Predstavme si, jako priklad, procesor, zpracovavajici pozadavky. Procesor ¢eka, dokud
se na vstupu neobjevi pozadavek, pak pozadavek zpracuje a posle jej na vystup. Podminky
(predikéty) tohoto systému jsou:

a. Procesor ceka.
b. Pozadavek se objevil a ¢eka.
c. Procesor zpracovava pozadavek.
d. Pozadavek je zpracovan.
Udalosti budou:
1. Vznik pozadavku.
2. Zacatek zpracovani pozadavku procesorem.
3. Ukonceni zpracovani pozadavku.

4. Odeslani pozadavku na vystup.
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Vstupni podminky udélosti 2 (za¢atek zpracovani pozadavku procesorem) jsou (a) proce-
sor Cekd a (b) pozadavek se objevil a ¢ekd. Vystupni podminkou udélosti 2 je (c) procesor
zpracovava pozadavek. Podobné muzeme definovat vstupni a vystupni podminky ostatnich
udalosti a zkonstruovat nésledujici ptehled udalosti a jejich vstupnich a vystupnich podmi-
nek:

Udalost | Vstupni podminky | Vystupni pominky
1 - b
2 a,b c
3 c d,a
4 d -

Tento pohled na systém miize byt snadno modelovan Petriho siti. Podminky jsou mo-
delovany misty a udalosti jsou modelovany prechody Petriho sité. Vstupni mista prechodu
modeluji vstupni podminky udélosti, vistupni mista modeluji vystupni podminky udélosti
(disledky udélosti). Vyskyt udalosti je modelovan provedenim odpovidajictho pfechodu.
Splnéni podminky (pravdivost predikdtu) je reprezentovano znackou v misté, které odpo-
vida podmince. Provedeni pfechodu odstrani znacky ze vstupnich mist a ulozi nové znacky
do vystupnich mist, coz znamena, Ze prestanou platit vstupni a zacnou platit vystupni pod-
minky.

Petriho sit, kterd modeluje procesor zpracovavajici pozadavky, je na obr. 7?7. Kazdy uzel
sité (pfechod nebo misto) je oznacen odpovidajici udalosti nebo podminkou.

6.2.6 Nezavislé a konfliktni udalosti

Dilezitym rysem Petriho siti je jejich asynchronni charakter. Petriho sité abstrahuji od ex-
plicitniho vyjadfovani casu nebo toku casu a neobsahuji tudiz ¢asovou mnozinu, ktera je
zékladni slozkou definic systémii. To umoznuje modelovat situace, kde se udélosti v systému
vyskytuji zcela asynchronné, v nepfedvidatelnych ¢asovych okamzicich. Predpoklada se pri-
tom, ze modelované udalosti jsou primitivni v tom smyslu, Ze jejich provedeni je okamzité
a trva tudiz nulovy c¢as. Protoze realny Cas je spojitou veli¢inou a pravdépodobnost soucas-
ného vyskytu vice primitivnich udalosti je nulova, lze pfijmout omezeni (dané evoluénimi
pravidly), ze pfechody jsou realizovany sekvenéné. V piipadé neprimitivnich udalosti, které
trvaji nenulovy cas, je nutné jako udalosti modelovat zacatek a konec neprimitivni udalosti
(obr. 27).

Asynchronnost Petriho siti umoziiujici modelovat udalosti bez explicitni specifikace oka-
mzikd jejich zacatku a ukonceni vede k abstrakci pojmu cas. Tato abstrakce odrazi z logic-
kého hlediska dilezitou vlastnost ¢asu — stanoveni ¢dstecneého uspordddni vyskyta udalosti.
7Z tohoto hlediska je Petriho sit prostfedkem, ktery uréuje mozné posloupnosti udélosti jako
vysledek interakce procestt modelovaného systému.

P1i evoluci Petriho sité je v kazdém kroku nejprve stanovena mnozina proveditelnych
pfechodti. Obsahuje-li tato mnozina vice nez jeden prvek, pak vybér toho piechodu, ktery
bude proveden, neni nijak definovan. Tento nedeterminismus muze byt feSen interpretaci
sité (dodateénymi podminkami pro provadéni prechodi), pfipadné omezen zavedenim casu
jako doby trvani neprimitivnich udélosti. Cas miize byt specifikovan bud deterministicky
(konstantou), nebo stochasticky (pravdépodobnostnim rozloZenim), coz pak vede ke sto-
chastickym modeltim systémt.

Nedeterminismus a nemoznost soucasné realizace ptechodti muiize vést ke dvéma moznym
situacim pro néjaké dva proveditelné prechody:
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(1) Provedeni libovolného jednoho pfechodu nijak neovlivni proveditelnost druhého. Pak
jde o vzajemné nezdvislé prechody a mohou byt provedeny v libovolném potadi (obr. 77).

(2) Provedeni jednoho pfechodu znemozni nasledné provedeni druhého. Pak jde o kon-
fliktnd prechody (vzajemné vyluéné prechody) a vybér jednoho z nich je feSen v ramci
interpretace Petriho sité (obr. 77).

7 hlediska implementace cas neni spojitou veli¢inou a tudiz se muze stat, ze nékolik uda-
losti ma nastat ve stejném modelovém case. V tom pripadé se nedeterminismus vybéru resi
podle priorit udalosti, pfi¢emz priorita mtZze byt urcena bud explicitné (uzivatelem), nebo
implicitné (implementaci simuldtoru, napiiklad strategii FIFO).

6.2.7 Modelovani procesu

Proces muzeme popsat jako sekvenci primitivnich udélosti, mezi nimiz je proces potlacen.
Potlac¢eni procesu podle doby trvani rozdélujeme do dvou skupin:

(1) potlaceni procesu na pfedem znamou dobu AT, které je vyvoldno zevniti procesu;

(2) potlaceni procesu na neurcitou dobu, pficemz neur¢itost chapeme tak, Ze v okamziku
potladeni neni jeho délka zndma, nebof opétovna aktivace procesu miZe byt vazana
na splnéni néjaké podminky, vyskytujici se v dalsim pribéhu jiného procesu.

Zkoumejme nyni piiklad s procesorem z odstavce 6.2.5 z hlediska procesti. Jeden proces
popisuje chovani procesoru, zpracovavajictho postupné pozadavky, dalsi procesy popisuji
chovani jednotlivych pozadavkid. Procesy, odpovidajici pozadavktm, zde vznikaji, prochéazeji
urcitymi stavy a zanikaji. Navic vzajemné koordinuji svoji ¢innost s procesem procesoru tim,
7e nékteré udélosti provadéji spoleéné (zac¢atek a konec zpracovani pozadavku procesorem).
Tomuto zptisobu synchronizace procest fikdme soubéh, rendez-vous.

Proces je modelovan znackou, ktera se mize vyskytovat v pravé jednom z mist, reprezen-
tujicich mozné stavy procesu. Cast Petriho sité, kterd obsahuje mista, reprezentujici stavy
urc¢itého procesu, modeluje Fidici strukturu tohoto procesu (je to abstrakce programu, ktery
Fidi proces). Jak je vidét na pfikladu s procesorem, rizné Fidici struktury riznych procest
mohou obsahovat spole¢né prechody i spole¢na mista.

Vznik procesu je modelovan vytvorenim znacky. Ve fragmentu Petriho sité na obr. 77
a na obr. 77 k tomu dojde provedenim prechodu ¢. Zruseni procesu spociva v odstranéni
znacky, kterd ho reprezentuje, ze sité (provedenim pfechodu ¢ na obr. ?77). Mozné vétveni
fidici struktury procesu je naobr. 77. Kterou vétvi proces projde, zavisi na interpretaci
Petriho sité, nebo, v pfipadé barvené Petriho sité, na barvé znacky (viz dale).

Petriho sif je schopna modelovat sdileni jedné ¥idici struktury nékolika procesy tim, Ze
v mistech, patficich této rFidici strukture, se v daném stavu systému nachézi nékolik znacek,
z nichz kazda reprezentuje jeden proces (obr. ?7?). Pii sdileni jedné ¥idici struktury vice
procesy se vSak objevuje problém ztraty identity jednotlivych procest (znacky jsou vSechny
stejné a pritom modeluji rtizné procesy), coz muze v nékterych p¥ipadech vadit. Tento pro-
blém (obr. 7?) Fesi sité vyssi drovné (napiiklad barvené sité), které pfifazuji znackdm atri-
buty (barvy) a prechodim predikdty (strdze), které na zakladé hodnot atributt znacek ve
vstupnich mistech rozhoduji o proveditelnosti pfechod. Témito sitémi se budeme zabyvat
pozdéji.

6.2.8 Sdilené zdroje

Kromé spolecného provadéni udalosti muze byt kooperace procest zajisténa sdilenim zdrojii.
Zdroje, resp. sdilené prostfedky, jsou vétsinou chapany jako pasivni podsystémy, které nevy-
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vijeji vlastni aktivitu a pouze méni svij stav jako reakci na udalosti. Zdroje jsou modelovany
misty Petriho sité, které nevystupuji v roli stavu zadného z procesi. Znacka v takovém misté
miZe predstavovat bud informaci o stavu sdileného zdroje (volny/obsazeny apod.), nebo in-
formaci pfeddvanou jednim procesem prostfednictvim tohoto zdroje (coby komunika¢niho
kandlu) jinému procesu, ktery na ni ¢eka (obr. 77).

Poznamenejme, Ze existence aktivnich a pasivnich podsystému (procest a zdroju) zévisi
vyhradné na tom, jak chapeme odpovidajici mista a jejich znaceni. P¥iklad z odstavce 6.2.5
mizeme tedy chéapat i tak, ze pozadavky-procesy soupefi o procesor, ktery je sdilenym
zdrojem s vyluénym ptistupem.

Abstrakei zdroje s vyluénym piistupem muze byt semafor (obr. 7?). Pracuje-li pravé
proces se sdilenym prostfedkem s vyluénym piistupem (provadi nad nim uréité akce), fikdme,
ze se nachéazi v kritické sekci. V kritické sekci, prislusejici ur¢itému sdilenému prostiedku,
se smi v kazdém okamziku nachéazet nejvyse jeden proces.

Modelovani obecnéjsiho typu zdroje a jeho pridélovani miizeme zajistit zvySenim poctu
znacek v misté, které modeluje zdroj, a specifikaci pozadavki na pocty znacek ze strany
procesi. Pak mluvime o kapacité zdroje nebo o mnoziné zdroju stejného druhu. Obsazeni
a uvolnéni ¢asti kapacity zdroje je na obr. 7?7, kde k je kapacita zdroje (pocet znacek v
misté). V simula¢nich jazycich a v C++/SIMLIB se pro zdroj ptfidélovany po ¢astech pouziva
termin sklad, store. Cast kapacity skladu se obsazuje piikazem enter, ¢ast kapacity skladu
se uvolnuje prikazem leave.

Simulaéni jazyky zavadéji prioritu procesit (podrobnéji viz popis C++/SIMLIB). Vy-
luény pristup ke zdrojim muze byt ovlivnén prioritami procesi napriklad tak, Ze proces s
vyssi prioritou miaze donutit jiny proces docasné uvolnit obsazeny prostfedek s vyluénym
pristupem. V simula¢nich jazycich a v C++/SIMLIB se takovy prostfedek nazyva zafizeni,
facility, obsazuje se prikazem size a uvoliiuje se piikazem release.

6.2.9 Kvaziparalelni zpracovani procesu

Zamysleme se z hlediska procesti nad evoluci Petriho sité a implementaci simuldatoru Pet-
riho sité. Evolu¢ni algoritmus byl popsan tak, ze umoziuje zpracovani na jednom procesoru.
Procesy jsou zde zpracovavany kvaziparalelné, coz znamena, ze v daném ¢asovém okamziku
se zpracovava nejvyse jedna primitivni udédlost procesu. Teprve kdyZ je proces potlacen (coz
nastava po kazdé primitivni udélosti), mize dojit k prepnuti kontextu, tj. mize se zpracovat
udalost jiného pasivovaného procesu. Vzhledem k tomu, Ze v daném okamziku mtze byt
proveditelnych vice pfechodii (udélosti), je opét vybér jednoho z nich obecné nedeterminis-
ticky, prakticky je zavisly na implementaci simula¢niho jazyka (mtZe byt ovlivnén prioritami
procesil). V fadé simulacnich jazykt, véetné C++/SIMLIB, k pfepnuti kontextu dochézi az
v pripadé, ze je proces potlacen na nenulovy nebo neurcity Cas, tj. v pribéhu zpracovani
neprimitivni udalosti nebo béhem cekani na udalost. Znamena to tedy, Ze jeden proces se
zpracovavd az do okamziku, kdy se za¢ne zpracovavat neprimitivni uddlost procesu (Gekat
uréitou dobu) nebo ¢ekat na néjakou udalost (¢ekat neurcitou dobu).

6.2.10 Modelovy ¢&as, ¢asovana Petriho sif

Jak jiz bylo uvedeno, Petriho sité pracuji s abstrakci ¢asu v podobé ¢astecného usporadani
udélosti. V ptfipadé, ze potfebujeme modelovat systémy, ve kterych je zndma naptiklad doba
trvani nékterych neprimitivnich udalosti, nerespektovanim konkrétnich ¢asovych relaci mezi
udélostmi bychom se ochudili o moZnost ziskani dilezitych informaci o systému. V piipadé
stochastické simulace pro zjisténi vykonnosti systému hraje ¢as velmi vyznamnou tlohu.
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Cas se zavadi do Petriho siti riiznymi zptisoby a byly vyvinuty metody pro analjzu Pet-
riho siti s casem. Pro nase potfeby zavedeme ¢as do Petriho sité prostfednictvim c¢asovaného
prechodu. Kazdému ¢asovanému prechodu je pfifazeno zpoZdént, s jakym pii provedeni ulozi
znacky do vystupnich mist. Na obr. 7?7 je ¢asovany pfechod a jeho ndhradni schéma, ze kte-
rého je vidét, jak ¢asovany prechod modeluje neprimitivni udéalost. Petriho sit s ¢asovanymi
prechody nazveme casovand Petriho sit.

Evoluce ¢asované sité se opird o globdlni hodiny a kalenddr uddlosti. Hodnota globélnich
hodin se nazjva modelovy ¢as. Hodnoty modelového ¢asu mohou byt diskrétni (integer) nebo
spojité (real). V obou pifipadech stav systému existuje v daném modelovém ¢ase a modelovy
¢as monoténné roste v pribéhu simulace.

Kalenddr uddlosti (kalendaini seznam) je seznam, jehoz polozkami jsou zdznamy o plano-
vanych udalostech. Zaznam o udalosti obsahuje ¢as provedeni udélosti a presnou specifikaci
udélosti (podprogram a data). Seznam je vzestupné uspofddany podle ¢asu naplanovanych
udélosti. Nad kalendainim seznamem jsou definovany dvé operace:

(1) napldnovdni uddlosti na dany ¢as — spo¢iva v zafazeni zdznamu o udélosti do seznamu
tak, aby ztstal vzestupné usporddany podle ¢asti udalosti (v nasem piipadé se planuje
uloZeni znacek do uréitych mist v uréitém case),

(2) provedeni nejblizsi napldnované uddlosti — zéznam o udalosti se vyjme ze zacatku
seznamu (je to udédlost s nejnizs§im ¢asem), modelovy Gas se nastavi na ¢as udalosti a
udalost se provede (v nasem pfipadé jde o uloZeni znacek do uréitych mist).

Evoluce ¢asované Petriho sité probihé takto:

(1) Sif je inicializovana pocateénim znadenim, modelovy ¢as nastaven na nulu, kalendar
udalosti je prazdny.

(2) Urdi se mnozina proveditelnych pfechoda W, W C T.
(3) Je-li W =0, pak:

— je-li kalendar prazdny, evoluce konci,

— jinak se z kalendafe vyjme udalost u, modelovy Cas se nastavi na ¢as udalosti u,
provede se udélost u (do specifikovanych mist se ulozi specifikovany pocet znacek)
a pokracuje se bodem (2),

jinak se vybere z W piechod ¢, neni-li casovany, provede se obvyklym zptisobem, je-
li casovany, odstrani se vstupni znacky a naplanuje se uloZeni vystupnich znacek na
modelovy ¢as zvétSeny o hodnotu zpozdéni prechodu ¢ a pokrac¢uje se bodem (2).

Doba zpozdéni ¢asovanych pfechodtt mtze byt urcena konstantou nebo pravdépodobnostnim
rozloZenim. V druhém piipadé jde o stochastickou Petriho sit a skuteénd hodnota zpoz-
déni se ur¢i vygenerovanim nahodné hodnoty podle daného pravdépodobnostniho rozlozeni
pii kazdém provedeni ¢asovaného pfechodu. Simuldtor stochastické Petriho sité tedy musi
obsahovat generatory ndhodnych ¢isel s riznymi pravdépodobnostnimi rozlozenimi. Sto-
chastickd simulace pak spo¢ivd v dlouhodobé (z hlediska modelového ¢asu) evoluci Petriho
sité s naslednym statistickym vyhodnocenim, kterym miizeme zjistit priimérné pocty znacek
v mistech, histogramy cetnosti udalosti apod.

Stochastické sit na obr. 7?7 modeluje procesor z odstavce 6.2.5. Pfechod t1 s mistem
pl predstavuji generator pozadavki takovy, ze Casovy interval mezi vznikem dvou po sobé
nasledujicich pozadavkid je ndhodna veli¢ina s exponencidlnim pravdépodobnostnim roz-
lozenim se stfedni hodnotou 7T'1. Prechod ¢2 modeluje zpracovani pozadavku procesorem,

132



pricemz doba zpracovani je opét ndhodné veli¢ina s exponencidlnim pravdépodobnostnim
rozlozenim, tentokrat se stfedni hodnotou 72. Stochastickou simulaci mizeme zjistit napii-
klad pramérny pocet znacek v misté p3, coz odpovida primérné délce fronty pozadavki na
zpracovani. Podobny, ale ponékud slozitéjsi priklad tohoto druhu, uvedeme v piiloze.

6.2.11 Hierarchie v Petriho siti

Béhem dekompozice systému Casto postupujeme tak, ze jeho Fidici strukturu specifikujeme
nejprve hrubé a az néasledné ji zjemnujeme. Je vyhodné, kdyz model fidici struktury je scho-
pen tento postup akceptovat. Aplikace postupti shora-dol a zdola-nahoru a respektovani
strukturovanosti systému patii k zakladnim atributtm hierarchickych siti. Zavedeni hierar-
chie do Petriho siti spoéivé ve formdlni substituci vybraného uzlu sité (pfechodu nebo mista)
podsiti. Podrobnéji ukazeme substituci ptechodu podsiti.

V nadrfazené siti nejprve uréime prechod, ktery ma byt nahrazen podsiti, a specifikujeme
tuto podsif. Podsif obsahuje porty, coZz jsou mista, kterymi se pripojuje k nadfazené siti.
Nahrazovany prechod v nadrazené siti opatiime informaci o identifikaci podsité a o pritfazeni
vstupnich a vystupnich mist tohoto pfechodu porttim podsité. Piiklad hierarchické sité je
na obr. 77.

Sémantiku substituce prechodu podsiti definujeme konstrukci ekvivalentni nehierarchické
sité. Tuto konstrukci provedeme ve tfech krocich:

(1) Vypustime nahrazovany pfechod véetné okolnich hran.
(2) Vlozime kopii podsité.

(3) Slouéime kazdé vstupni/vystupni misto nahrazovaného piechodu s odpovidajicim por-
tem podsité.

Na obr. 7?7 je nehierarchicka sit, kterd je ekvivalentni hierarchické siti z obr. ??. Uvedena
konstrukce nehierarchické sité slouzi pouze pro definici sémantiky hierarchické sité — ve
skutec¢nosti se neprovadi a pracuje se primo s hierarchickou siti. Hierarchie ma vliv pouze
na grafickou reprezentaci sité, analyza a simulace se provadi tak, jako na odpovidajici nehi-
erarchické siti. Navic je zde ovSem moZnost analyzovat a simulovat sit po cdstech. Je vsak
nutno poznamenat, ze prechod, ktery je nahrazen podsiti, se uz nechova jako prechod, ale
jeho chovani je uréeno chovanim odpovidajici nehierarchické sité.

Koncept hierarchie ndm umozni vytvaret rozsahlé sité modularnim zpisobem a dovoluje
nasobné pouziti téZze podsité v nadfazenych sitich. Programové systémy pro modelovani,
analyzu a simulaci na béazi hierarchickych siti umoznuji nejen specifikovat, ale i analyzovat
a simulovat modelovany systém vcelku i po ¢astech na riznych trovnich podrobnosti.

6.2.12 Interpretace Petriho sité

Jak jiz vime, Petriho sit modeluje Fidici strukturu, kterd je abstrakci modelovaného systému.
Uroveti abstrakce mtizeme snizit interpretaci Petriho sité.
Interpretace Petriho siteé zahrnuje nékolik slozek:

(1) MnozZinu stavovych proménnych systému.

(2) Kazdému pfechodu je pfifazena funkce, kterd méa definoviny vstupni stavové proménné
a vystupni stavové proménné. Tato funkce se vola pii kazdém provedeni prechodu.
Provede vypocet nad vstupnimi stavovymi proménnymi a vysledek ulozi do vystupnich
stavovych proménnych.
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(3) Kazdému piechodu t; je pfifazen predikat (straz) G;, ktery na zdkladé hodnot sta-
vovych proménnych spolurozhoduje o proveditelnosti prechodu t;. Pravidlo pro roz-
hodnuti o proveditelnosti pfechodu t; je doplnéno tak, ze kromé ptvodni podminky
proveditelnosti musi navic byt predikat G; pravdivy.

Tyto informace jsou postacujici pro specifikaci systému. Ke specifikaci jeho provedeni
je nutno dodat jesté potfebné pocatecni hodnoty stavovych proménnych. Straze vétSinou
uvadime v hranatych zavorkach a trivialni straze, které se vzdy vyhodnoti jako pravdivé,
neuvadime. Interpretovana Petriho sit na obr. 7?7 odpovid4 programu:

var x: integer;

read(x);

if x=0 then x:=x+1 else x:=0;
write(x);

Dodanim interpretace Petriho siti jsme specifikovali dvoutroviiovy model systému, kde
rozliSujeme uroven tidici struktury a droven jeji interpretace.

Interpretovand Petriho sit je mocny modelovaci prostiedek, ale analyza této sité nebere
interpretaci v ivahu. To znamenad, Ze vysledky analyzy nejsou pro chovani interpretované
sité zcela zavazné. Proto existuje snaha co nejvétsi ¢ast modelu popsat Petriho siti, a teprve
nezbytné nutné ¢asti pfesunout do oblasti interpretace. Narazi se zde v8ak na hranici vyja-
dfovacich schopnosti Petriho sité. Proto byla vyvinuta néktera rozsifeni, umoznujici zvysit
modelovaci schopnosti Petriho sité, nejvyznamnéjsi z nich jsou inhibitory (viz déle).

Dalsim problémem Petriho siti byla nizka tiroven popisu modelu, dané slozitym zptisobem
modelovani zpracovani dat a prace s datovymi strukturami. Proto byly vyvinuty Petriho sité
vy$st urovné, které se radi k vysokoturoviiovym programovacim jazykim s datovymi typy a
abstrakcemi. K nejvyznamnéjsim sitim tohoto druhu pat¥i barvené Petriho sité (viz déle).

6.2.13 Inhibitory

UZiteénym rozsifenim zakladni definice Petriho sité jsou inhibi¢ni hrany (inhibitory), jejichz
pouziti umozni néktera rozhodovani presunout z interpretacni tirovné do fidici struktury.
Inhibic¢ni hrana je hrana z mista p do prechodu ¢, ovliviiujici pravidla proveditelnosti pre-
chodu ¢ tak, ze pfechod t je proveditelny pouze pii znaceni M (p) = 0, tj. kdyz v mistép neni
zadna znacka. Graficky je inhibiéni hrana (inhibitor) zndzornéna zménou Sipky na konci
hrany na koleCko. Z hlediska teorie vycislitelnosti je vyznamné, Ze rozsifenim o inhibi¢ni
hrany (a tim o moZnost testu na nulu) ziskd Petriho sit vyjadfovaci silu Turingova stroje (je

vvvvv

6.2.14 Barvena Petriho sit

Doplnénim znacek o atributy, které maji vliv na proveditelnost prechodt a nesou konkrétni
data pro interpretaci, vznikaji Petriho sité vyssi urovne. Tyto sité nevyzaduji v interpretaci
zavadét globalni proménné a tudiz interpretace neznehodnocuje piilis vysledky analyzy. Déle
uvedeme sit, kterou lze chapat jako vysokoturoviiovy jazyk pro specifikaci systémti s moznosti
analyzy.

Zatimco standardni Petriho sité (P/T sité) modeluji tok Fizeni a synchronizaci procest,
barvené Petriho sité (Coloured Petri nets, ddle CPN) jsou schopny individualizovat znacky
(znacky jsou obohaceny o atributy, jejichz hodnotdm z tradice fikdme barvy) a tim modelovat
identitu procest i tok konkrétnich dat a jejich zpracovani. Nejvyznamnéjsi vlastnosti CPN
je moznost jejich analyzy pomoci invariant. Tento druh analyzy se sice konkrétnimi daty

134



(barvami znadek) nezabyvd, ale bere v Gvahu datové typy (mnoziny barev) znacdek, mist
a prechodt. Zde se vsak analyzou CPN nebudeme zabyvat, zaméfime se jen na moznost
specifikace modelu timto formalismem pro potieby specifikace modelu a jeho dokumentace.
CPN budeme definovat neformalné pomoci prikladu.

6.2.15 Jednoduchy priklad CPN - alokace zdroju

CPN na obr. 77 modeluje systém, ve kterém nékolik procesi soupefi o sdilené zdroje. Stejné
jako v jinych t¥idach Petriho siti je zde mnozina mist a mnozina prechodi. Mista reprezentuji
stavy, prechody reprezentuji zmény stavi. Kazdé misto mize obsahovat nékolik znacek a
kazda z nich nese hodnotu ur¢itého datového typu (napf. zdznam, struktura). Hodnotu,
kterd je prifazena znacce, nazyvame barva znacky. Na obr. ?? jsou dva druhy procesu: tii
g-procesy startuji ve stavu A a cykluji pfes pét rtznych stava (A, B,C, D a FE), zatimco
p-procesy startuji ve stavu B a cykluji pfes ¢tyfi rtizné stavy (B,C, D a FE). Kazdy z téchto
péti procest je reprezentovan znackou, pficemz barvou znacky je dvojice, jejiz prvni slozka
fik4, zda znacka reprezentuje p-proces nebo g-proces, a druhé slozka je celé ¢islo (integer),
které fika, kolik cykla proces vykonal. V pocateénim znadeni jsou t¥i (g, 0)-znacky v misté
A a dvé (p,0)-znacky v misté B.

Jsou dény tii druhy zdroji: jeden r-zdroj, t¥i s-zdroje a dva t-zdroje (kazdy zdroj je
reprezentovan e-znackou v mistech R, S, T)). Vyrazy pfifazené hranam fikaji, kolik zdroju
jednotlivé procesy obsazuji/uvoliiuji. Naptiklad, "case = of p— > 2‘e|g— > 1‘¢” (na hrané
z S do T?2) fika, ze p-proces potfebuje dva s-zdroje k tomu, aby se dostal ze stavu B do
C, a g-proces potfebuje k témuz jeden s-zdroj. Operator ‘ pro argumenty (n,c), kde n je
pfirozené ¢islo, ¢ je barva, vrati multimnozinu, kterd obsahuje n vyskyt barvy ¢ (a nic
jiného). Analogicky, ”if © = q then 1‘e else empty” (na hrané z T3 do R) fika, ze kazdy
g-proces uvolnuje jeden r-zdroj pfi zméné stavu z C do D, zatimco p-proces neuvolinuje
nic (empty zna¢i prazdnou multimnozinu). Poznamenejme, %e procesy ani nevytvareji, ani
nekonzumuji zadné znacky (béhem jednoho cyklu je pocet obsazenych zdroji roven poctu
uvolnénych zdroji).

Vsimneme-li si blize CPN na obr. 77, vidime, Ze obsahuje t¥i ¢asti: strukturu sité, dekla-
race a popisy Site.

Struktura sité je orientovany graf se dvéma druhy uzld, misty a pfechody, propojené
hranami tak, Ze hrana spojuje dva uzly ruznych druhi. Takovy graf se nazyva bipartitni
graf.

Deklarace v levém hornim rohu fikaji, Ze v tomto jednoduchém piikladu mame ¢tyfi
mnoZiny barev, resp. datové typy (U, I, P a E) a dvé proménné (x a 7). Pouziti mnozin barev
v CPN je analogické pouziti typi v programovacich jazycich: Kazdé misto mé prifazenu
mnozinu barev, coz znamend, ze kazda znacka v tomto misté musi mit barvu z prislusné
mnoziny barev. Analogicky k typiim mnoZiny barev nedefinuji pouze aktuédlni barvy (které
jsou prvky mnozin barev), ale také definuji operace a funkce, které mohou byt aplikovany
na tyto barvy. V nasem piikladé mnozina barevU obsahuje dva prvky (p a ¢) a mnoZina
barev I obsahuje vSechna celd ¢isla (pfesnéji, celd ¢isla z intervalu MinInt..MazInt, ktery
je dan implementaci). Mnozina barev P je mnozina dvojic, jejichz prvni slozka je typu
U a druhé slozka je typu I. Kone¢né, mnozina barev E obsahuje pouze jeden prvek, coz
znamend, ze odpovidajici znac¢ky nenesou zadnou informaci (asto mluvime v této souvislosti
o bezbarvych znackach).

Kazdy popis sité je pfifazen mistu, prechodu nebo hrané. V obr. 7?7 mista maji t¥i druhy
popist: jména, mnoziny barev, a inicializacni vyrazy, prechody maji dva druhy popisi: jména
a strdZe, a hrany maji jen jeden druh popist: vyrazy. Vsechny sifové popisy jsou umistény

135



vedle odpovidajicich ¢asti sité. Pro odliseni jsou v nasem piikladu typy uvozeny znakem ’:’,
inicializa¢ni vyrazy znakem '=’ a straze jsou v hranatych zavorkach.

Hodnota inicializa¢niho vyrazu mista je typu multimnozina nad mnozinou barev mista.
Multimnozina muze obsahovat prvky s nasobnosti vétsi nez 1. V pfipadé CPN to znamend,
ze dvé znacky v jednom misté mohou mit stejnou barvu. Jinymi slovy, jedna barva se v
jednom misté muze vyskytovat dvakréat (i vickrat). V popisu sité vynechdvame inicializa¢ni
vyrazy, které se vyhodnoti jako prazdnd multimnozina.

Strdz prechodu je booleovsky vyraz (predikat), ktery musi byt splnén, aby mohl byt
ptrechod proveden. V popisu sité vynechdvame straze, které se vzdy vyhodnoti jako splnéné
(true). Vyraz u hrany mize, stejné jako straz, obsahovat proménné, konstanty, funkce a ope-
race, které jsou definovany v deklaracich (explicitné nebo implicitné). Kdyz jsou proménné
vyrazu navdzdny (nahrazeny barvou z odpovidajici mnoziny barev), vyraz se vyhodnoti
jako barva (nebo jako multimnoZina barev), kterd musi byt prvkem mnoziny barev, pfifa-
zené mistu do/z kterého hrana vede. KdyZ se tatdz proménnd objevi vickrat ve strazi a ve
vyrazech hran, vedoucich z/do jednoho pfechodu, vSechny tyto vyskyty proménné musi byt
vazény na tutéz hodnotu (jsou to tzv. sdilené proménné). Naproti tomu vyskyty téze pro-
ménné ve strazich a vyrazech hran rtiznych pfechodu jsou zcela nezavislé (rtizné prechody
jsou provadény v rtiznych okamzicich) a tedy mohou byt vizany na rtzné barvy.

Jak uz bylo uvedeno, CPN se skldda ze struktury sité, deklaraci a popist sité. Slozitost
popisu je distribuovana mezi tyto t¥i ¢asti, coz mize byt provedeno mnoha riiznymi zptisoby.
Kazd4 hrana z/do zdroje v ptikladu na obr. ?? miZze mit pfifazen velmi jednoduchy vyraz
tvaru f(z), kde funkce f je definovana v deklara¢ni ¢dsti. Jinak muZzeme téZ reprezentovat
vSechny zdroje jednim mistem RES (obr. 77). Operdtor + ve vyrazu znamend sjednoceni
multimnozin (napiiklad 2‘s + 1‘¢ je multimnoZina obsahujici dva vyskyty s a jeden vyskyt

).

6.2.16 Dynamické chovani CPN

Sémantika CPN je velmi jednoducha. Budeme ji demonstrovat na obr. 77, ktery obsahuje
jeden prechod z obr. ?7.

Piechod T2 obsahuje dvé proménné (z a i) a pfed zkoumanim proveditelnosti pfechodu
musi byt tyto proménné navdzdny na barvy odpovidajicich typt (tj. na prvky mnozin U a
I). To muZe byt provedeno mnoha riznymi zptisoby. Jedna moznost je navdzat x na p a i na
0. Pak dostaneme navdzdni (binding) bl = (x = p,i = 0). Jind moZnost (z mnoha dalgich)
je navazat napiiklad = na ¢ a ¢ na 37. Pak dostaneme b2 = (z = ¢,7 = 37). Podet téchto
moznosti je ddn mohutnostmi mnozin barev proménnych.

Pro kazdé navazani muzeme oveérit, zda prechod s timto navazanim proménnych je pro-
veditelny (v daném znaceni). To zjistime vyhodnocenim straze a vSech vstupnich vyraza
(vyrazi pfitazenych vstupnim hrandm pfechodu). V naSem ptipadé je straz trividlni (chy-
béjici straz je vzdy vyhodnocena jako pravdivd). Pro navdzéani bl se vyrazy u hran vyhodnoti
jako (p,0) a 2‘e. Zjistujeme, ze pfechod je pro bl proveditelny, protoze kazdé ze vstupnich
mist obsahuje minimalné tolik barevnych znacek, kolik specifikuji vyhodnocené vyrazy u od-
povidajicich hran (jedna (p,0)-znacka v B a dvé e-znacky v S). Pro navazani b2 se vyrazy
u hran vyhodnoti jako (q,37) a 1‘e. Zjistujeme, Ze pro b2 prechod neni proveditelny (v B
neni (g, 37)-znacka). Pfechod muze byt proveden tolika zptisoby, kolika zptisoby mohou byt
proménné ve vstupnich vyrazech a strazi navazany pri zachovani proveditelnosti pfechodu.

Je-li pfechod proveditelny (pro uré¢ité navézani proménnych), mtize byt proveden a pak
odstrani znacky ze vstupnich mist a uloZi znacky do vystupnich mist. Pocet odstrané-
nych/uloZenych znacek a jejich barvy jsou uréeny hodnotami vyrazi u odpovidajicich hran
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pro dané navdzani proménnych. Provedeni T2 pro navazéani bl odstrani (p,0)-znacku z B,
odstrani dvé e-znacky z S a ulozi (p,0)-znacku do C.

6.2.17 Modelovani podminek a udalosti pomoci CPN

V predeslém prikladu jsme ukazali modelovani procest prostfedky CPN. Nyni ukizeme
pristup, zaloZeny na podminkéch a udalostech, na piikladu pro simulaci sice netypickém, ale
dokazujicim, ze modelovani pomoci Petriho siti mtze najit uplatnéni i v umélé inteligenci.
Jde o model, na kterém lze fesit problém ze svéta kostek, klasicky problém pro planovaci
produkeni systémy, jako je napiiklad STRIPS.

Zmnalosti o problému jsou u téchto systému vyjadieny formulemi predikatové logiky:

Predikéat Vyznam

on(x,y) kostka x lez{ na kostce y
clear(x) na kostce x nic nelezi
armempty | robot nic nedrzi
holding(x) | robot drzi kostku x

Je tfeba z pocateéniho stavu svéta (obr. ??a)) piejit do cilového stavu svéta (obr. 77b))
aplikaci operatoru:

Operator | Vyznam

pick(x) robot uchopi kostku x
put(x,y) | robot polozi kostku x na kostku y

Cilem je nalezeni planu, tedy posloupnosti aplikace operatori, resp. posloupnosti udalosti
s odpovidajicimi navazanimi proménnych. Udalosti, které jsme ztotoznili s operatory, a jejich
vstupni a vystupni podminky jsou tyto:

Udalost Vstupni podminky Vystupni podminky

pick(x) clear(x), on(x, y), armempty | holding(x), clear(y)
put(x, y) | holding(x), clear(y) on(x, y), armempty

Model svéta kostek mtizeme implementovat pomoci CPN takto (obr. ??): Kazdému pre-
dikatu pro popis stavu odpovidd misto CPN, kazdému operatoru odpovida prechod CPN.
Podminky proveditelnosti a disledky provedeni operatorti jsou vyjadifeny propojenim mist
a prechodi CPN. Stav svéta kostek je vyjadien znacenim sité. Znacka v misté reprezentuje
objekt, pro ktery je prislusny predikat pravdivy. Daty fizena inference pak spociva v ge-
nerovani a prohleddvdni grafu dosazZitelngch znacent sité s cilem nalezeni takové vypocetni
posloupnosti, kterd vede od pocatecniho k cilovému znaceni. Prikladem tspéSného planu
miZe byt vypodetni posloupnost (pick(B), put(B, D), pick(C), put(C, A)).

6.2.18 Modifikace CPN

Pro praktické pouziti byla vytvorena celd fada siti, odvozenych od CPN. Nékteré druhy siti
pracuji pouze s mnozinami barev misto multimnozin, nékteré omezuji kapacitu mist, pristup
k znackdm v mistech omezuji na strategii FIFO, Petriho sité s objekty (PNO), kde znackou
je objekt, nedovoluji soucasny vyskyt jednoho objektu ve vice nez jednom misté sité apod.
Vznik téchto specidlnich druhi siti je motivovan jednak problémem, ktery maji fesit, jednak
moznostmi jejich analyzy a simulace.
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Pro potreby modelovani stochastickych systémi budeme kromé interpretované stochas-
tické Petriho sité pouzivat také stochastickou CPN, ktera je zavedenim pravdépodobnostnich
rozloZeni zpozdéni piechodii odvozena od casované CPN. Casovany piechod zde mé tutéz
sémantiku, jak byla vysvétlena v odstavci 6.2.10. Modelovani prostfednictvim stochastické
CPN ukézeme na ptikladu viceprocesorového systému v priloze A spole¢né s modelem téhoz
systému v C++/SIMLIB.
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Kapitola 7

Popis simulac¢ni knihovny
SIMLIB

7.1 Uvod

Simula¢ni knihovna SIMLIB je vyvijena od roku 1990 na Ustavu informatiky a v§pocetni
techniky FEI VUT Brno. Knihovna je implementovana na pocitacich tfidy PC pod MS-DOS
(pfekladace Borland C++ nebo GNU C++) a pod opera¢nim systémem Linux (pfekladac
GNU C++). Knihovna je prenositelnd i na jimé platformy, vyzaduje vSak tpravu v modulu
implementujicim procesy. SIMLIB poskytuje zédkladni prostiedky pro popis spojitych, dis-
krétnich i kombinovanych modeld a prostiedky pro fizeni simulace. Pti tvorbé simula¢nich
modeld a experimentovani s nimi lze pouzit riizna integrovana prostfedi, kterd umoznuji
interaktivni tvorbu a ladéni modeld.

Knihovna usnadiiuje efektivni popis modela pfimo v jazyce C++, neni tedy nutny pie-
klada¢ simula¢niho jazyka. Tato koncepce mé své vyhody i nevyhody. Je mozné pouzivat
v8ech ostatnich prostfedki vytvofenych v C++ (napf. grafické knihovny a uzivatelska roz-
hranf). Uzivatel také neni nijak omezovan p¥i pfipadném dopliiovani prostfedkd knihovny.
Za nevyhodu lze povazovat nemoznost dodateénych syntaktickych a sémantickych kontrol,
které by se mohly provadét pii pouziti prekladace simulac¢niho jazyka. Na strané uzivatele
se predpoklada zakladni znalost programovani v jazyce C++.

Nésledujici odstavce vysvétluji zakladni principy pouziti SIMLIB pro modelovani dis-
krétnich, spojitych a kombinovanych modelt. Vyklad je doplnén priklady s popisem funkce
jednotlivych objektd modelu.

7.2 Objektové orientovana simulace

Model je v SIMLIB chapén jako mnozina prvki (entit), které jsou spolu navzajem propojeny
vazbami. Tyto vazby spolu s chovanim prvka urcuji chovani systému jako celku. Podobny
pristup je podstatou objektové orientovaného programovani, jehoz principy se poprvé ob-
jevily v Sedesatych letech v jazyce SIMULA 67. Objektové orientovany program je tvotfen
mnozinou objekttl, které spolu navzajem komunikuji — posilaji si zpravy.

Rozdéleni systému na jednotlivé objekty je zavislé na acelu modelu. Mezi objekty modelu
muzeme najit takové, které maji shodné podstatné charakteristiky a ty pak mizeme zaradit
do jedné tfidy objektt. Ttida definuje vnitini strukturu objektt, reakce objekt na vstupy
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(zpravy) a vlastni chovani objektu v case.

Objekty modelu provadéji urcité akce jako odezvu na prijimané zpravy a soucasné pro-
vadéji jiné akce, které jsou nezévislé na prijimanych zpravach. Akce méni stav objektu, jenz
je dan obsahem jeho vnitinich datovych struktur.

Kazdy objekt ma definované akce, které realizuje kdyZz je vytvofen (inicializuje se) a
kdyz je rusen. Tyto akce se nazyvaji konstruktory a destruktory. Stejné jako ostatni akce,
souvisejici s popisem chovani objektu, patfi k takzvanym metodam. Pfijeti zpravy odpovida
vyvolani metody a metoda pak popisuje akce, kterymi ma objekt na tuto zpravu reagovat.

Mezi t¥idami objekttt modelu l1ze nalézt jisté vzajemné vztahy. Tyto vztahy maji obvykle
hierarchicky charakter (Gastecné uspoifadani). Nékteré tiidy popisuji obecné vlastnosti ob-
jekti, jiné je vice konkretizuji. Toho lze vyhodné vyuzit pfi navrhu tfid modelu tak, aby
tfidy konkrétni mohly vyuzit vSeho, co jiz definovaly t¥idy obecné. Tato hierarchie t¥id je
definovana relaci dédi¢nosti. Trida mize zdédit vlastnosti své bazové tridy, pridavat nové
vlastnosti a pfipadné modifikovat vlastnosti zdédéné. Takto pojatd hierarchie tfid umoziiuje
v maximalni mife vyuzivat jiz existujicich t¥id, coz zjednodusuje a zptehlednuje implemen-
taci modeld. Hierarchie t¥id je v podstaté uspotfadanim abstrakci, obvykle od nejobecnéjsich
po konkrétni. Naptiklad:

Objekt
Dopravni prostf¥edek
Automobil
Nakladni automobil
Osobni automobil
Osoba
Ucitel
Zak

Postup od obecnych t¥id ke konkrétnim odpovida postupu shora doli, lze vSak postupo-
vat i jinak. Vytvoreni vhodné hierarchie tfid obvykle zavisi na feSeném problému.

Hierarchicka struktura existuje i na Grovni objektt modelu. Jde o vzajemny vztah ob-
jektt z hlediska jejich zahrnuti do jinych objektt jako jejich ¢asti. Tato relace se oznacuje
"patii do” (”is part of”), m4 jiné pouziti nez dédi¢nost (”is kind of”) a definuje hierarchii
objektii.

@ (o) (@)
:

Obrazek 7.1: Priklad hierarchického usporadani objekt

Tento zpiisob popisu problém je velmi pfirozeny, protoze lze vyjadiit jednoznacny vztah
mezi objekty modelu (programu) a objekty modelovaného systému. Metod pro analyzu pro-
blémt a navrh objektové orientovanych programu lze vyuzit i v oblasti modelovani a simu-
lace. Proto zde uvedeme zakladni pojmy objektové orientovaného programovani.

Objektové orientované programovani je metoda implementace, pii niz jsou programy
tvoreny spolupracujicimi skupinami objektt, z nichz kazdy reprezentuje instanci nékteré
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tfidy, a tiidy jsou navzajem v relaci dédicnosti. Zakladni principy objektové orientovaného
programovani:

Abstrakce ukazuje na podstatné charakteristiky objektu, které jej odlisuji od vSech ostat-
nich druhu objekti a tedy poskytuje presné definované konceptualni hranice, vztazené
k perspektivé pozorovatele.

Zapouzdieni (encapsulation) Zapouzdfenim se rozumi ukryvani vSech detailti objektu,
které nepfispivaji k jeho podstatnym charakteristikam, viditelnym vné objektu.

Modularita vyjadiuje vlastnost systému, jenz byl dekomponovan do mnoziny modult s
presné definovanymi vazbami.

Hierarchie je usporadani nebo sefazeni abstrakci. Prikladem je hierarchie dédi¢nosti t¥id
v objektové orientovaném programovani.

Tyto principy jsou pro objektové orientované programovani podstatné, nasledujici tii
jsou méné dulezité.

Typovani je takové uplatnéni tfidy objektu, Ze objekty riznych t¥id nemohou byt zamé-
novany, nebo nanejvys mohou byt zaménovany jen velmi omezenym zptisobem.

Paralelismus (concurrency) je vlastnost, ktera odliSuje aktivni objekt od neaktivniho. Pfi
simula¢nim modelovani dynamickych systémi se tato vlastnost stava podstatnou.

Persistence je vlastnost objektu, kterd definuje dobu jeho existence v case a prostoru.
Napriklad globalni proménné existuji pouze pfi béhu programu, ve kterém jsou defi-
novany, naopak soubory existuji, i kdyz program nebézi.

Tyto principy nejsou v oblasti programovani nové, ale objektové orientované programo-
vani je vhodnym zptusobem kombinuje. Pozadavky, které jsou kladeny na objektové orien-
tovany jazyk mtizeme shrnout do nasledujicich bodii:

e jazyk musi podporovat objekty jako datové abstrakce; rozhrani objektu je definovano
pomoci pojmenovanych operaci, a kazdy objekt mé (skryty) vnitini stav

e kazdy objekt je urcitého typu (patii do uréité t¥idy)
e tfidy mohou dédit atributy z nadtfid

Existuje mnoho objektové orientovanych programovacich jazyki, nejvétsiho rozsifeni do-
sahly predevsim jazyky Smalltalk a C++. Blizsi informace o objektové orientovaném pro-
gramovani jsou dostupné v literatufe.

7.3 Struktura simula¢niho programu

Obecnou strukturu simula¢niho programu v C++4 znazornuje priklad:

#include "simlib.h"
<definice t¥id>
<definice funkci>

<deklarace globalnich objekttd>

<definice funkce main - popis experimentu>
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Kazdy model musi obsahovat dovoz rozhrani simula¢ni knihovny direktivou #include,
potom néasleduje popis modelu a popis experimentu. V pfipadé rozsdhlych modelt mizeme
rozdélit popis modelu a experimentu do nékolika soubortt (modultt), z nichz kazdy méa tuto
strukturu. Popis experimentu (funkce main) smi byt uveden pouze v jednom modulu.

Deklarace ttid, objektt a funkci mohou byt v libovolném poradi; plati pouze zasada, ze
objekt, funkci nebo t¥idu nelze pouzit pred pfislusnou deklaraci.

7.3.1 Popis modelu

Model je tvofen mnozinou objekt, které jsou navzajem propojeny. Propojeni objektt umoz-
nuje jejich vzajemnou komunikaci, ktera definuje chovani modelu.

Vytvareni a ruseni objektu

V objektové orientovaném popisu systémil je tfeba pouzivat ruzné druhy objektd podle zpu-
sobu jejich vytvoreni. Podle pozadavki na dobu existence objektu lze pouzit rizné zptisoby
vytvoreni objekti podle toho, ma-li byt objekt staticky nebo dynamicky. Predpokladame-li
t¥idu Zakaznik, miizeme vytvorit objekty této tfidy naptiklad takto:

(1) new Zakaznik;

(2) Zakaznik *ptr;
ptr = new Zakaznik;

(3) Zakaznik Z;

V prvnim pfipadé je dynamicky vytvoren novy objekt tfidy Zakaznik a takto vytvoreny
objekt neni nijak identifikovatelny. Proto je tento zpusob pouzitelny pouze pro objekty, na
které nebude tieba se explicitné odkazovat. Druhy pfipad je doplnén o ukazatel na objekt
tfidy zékaznik. Tento ukazatel potom slouzi k identifikaci konkrétniho zdkaznika pii ko-
munikaci s nim. Dynamické objekty lze vytvafet i rusit v pribéhu simulace. TTeti zpiisob
odpovida vytvoteni globdlniho statického objektu s identifikaci jménem (identifikitorem).
Tento objekt existuje po celou dobu béhu simula¢niho programu.

Objekty, definované tvircem modelu, mohou byt globalni nebo lokalni z hlediska jejich
umisténi v jinych objektech. Objekty globalni jsou dostupné vzdy, objekty uvniti t¥idy
(lokélni) jsou dostupné pouze kdyz to tato t¥ida dovoli specifikaci public. Lokalni objekty
jsou soucasti jinych tiid objektii:

class X : public Process {
Histogram H;
double StartTime;
int i;
public:
X() : H("X.H",0,0.1,10), i(0) {%;

};
7 ukazky je patrna syntaxe volani konstruktoru lokalniho objektu H. Kazdy objekt tridy

X obsahuje histogram H, ktery je nedostupny objekttum jiné t¥idy (mé implicitné specifikaci
private).
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Dalsi ¢lenéni objektt je z hlediska casového. Objekty, které v modelu existuji po celou
dobu simulace, nazveme statické a objekty, které vznikaji a zanikaji v priubéhu simulace,
budeme nazyvat dynamické.

Protoze objekty modelu je nutné identifikovat (pro éitelny vystup), musi se pti vytvafeni
objektil nekterych tiid uvést jejich textové pojmenovani:

globalni objekty:
Facility F1("Zatizeni 1");
Store S1("Sklad 1", Kapacita);
Histogram H("Cetnost hodnot x",0d,Krok,10);

dynamicky vytvorené objekty:
Store *ptr;
ptr = new Store("Sklad X",10000);

v

objekty vnorené ve tridé:
class X {
Facility F;
public:
X : F("Lokalni za¥izeni") {}

};

Pro zruseni objektu odvozeného od t¥idy Process lze pouzit metodu Cancel, ktera provede
potfebné operace. Tataz operace se provede implicitné po ukonceni popisu chovéani objektu
v metodé Behavior. Dynamicky vytvorené objekty lze rusit operatorem delete aplikovanym
na ukazatel na objekt:

delete objptr;

Statické globalni objekty nelze rusit explicitné, rusi se automaticky po ukonceni simulac-
niho programu. Jazyk C++ vola automaticky pifi ruseni kazdého objektu specialni metodu
— destruktor, ktery muze provést pripadné operace, nutné pro jeho korektni odstranéni z
modelu.

7.3.2 Rizeni simulace

Rizeni simulaéniho experimentu popisuje funkce main. Zde se provadi inicializace modelu,
vytvofeni objekt modelu a jejich aktivace (tj. start procesti, které probihaji uvnitf objekt).
Prototypova verze popisu experimentu je uvedena v prikladu:

int main() {
<prikazyl>
Init(<pocateéni &as>,<koncovy &as>);
<prikazy2>
Run();
<p¥ikazy3>
return O;
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Na pocatku funkce main lze provést prikazy, nesouvisejici pfimo s modelem a jeho inicia-
lizaci (pfikazyl). Zde je vhodné oteviit vystupni soubor, pfipadné zobrazit ivodni informace
o modelu.

Funkce Init zahajuje inicializacni fazi experimentu. Nastavi pocatecni modelovy cas
a zaznamend koncovy Cas pro simulaci. Zaroven inicializuje vSechny objekty systému pro
Fizeni simulace (napf. kalendar). V této fazi experimentu uzivatel inicializuje svoje objekty
(pfikazy2). Typickym pitkazem v této Cdsti popisu experimentu je vytvofeni, inicializace a
aktivace objektid modelu.

Potom nasleduje vlastni simula¢ni béh vyvolany funkci Run. Po ukonceni simulace nasle-
duje obvykle tisk a vyhodnocovani vysledkt experimentu (ptikazy3).

Posloupnost Init(); <ptikazy2> Run(); <p¥ikazy3> lze mnohokrat opakovat v cyklu
s riznymi parametry modelu, coz je vhodné pfedevsim pro optimalizac¢ni experimenty. Je
vSak zapotfebi opatrnosti pfi inicializaci objekti modelu tak, aby vychozi stav nebyl ovlivnén
predchozi simulaci, pokud to neni zadouci. Musi se inicializovat vSechny objekty modelu,
systém Tizeni simulace inicializuje pouze kalendar udélosti, seznam pro WaitUntil a sviij
stav.

7.3.3 Vystupy modelu

Vystup informaci z modelu 1ze provadét nékolika zptisoby. Pouziti prostiedki C++ je jednim
z nich. Bézné se vsak pouziva standardnich prostfedkt knihovny SIMLIB. Vétsina tiid defi-
nuje metodu Output, kterd zapisuje stav objektu v textovém tvaru do vystupniho souboru.
Timto souborem je implicitné standardni vystup. Funkce SetOutput umoziiuje pfesmérovani
tohoto vystupu do souboru se zadanym jménem.

Prohlizeni a tisk vysledkt (pfedevsim spojité) simulace v rtznych formatech je mozné
programem GNUplot.

Pro vystup spojitych priubéhta do vystupniho souboru slouzi t¥ida Graph. Objekty této
t¥idy provadi periodicky zapis hodnot svého vstupu do zvlastniho vystupniho souboru. Pe-
rioda zapisu se urcuje pfi vytvareni objektu a je mozné ji dynamicky ménit.

Priklad:

Integrator x(vstup);
Graph Gx("x", x, 0.01);

7.4 Modelovy cas

V knihovné SIMLIB je modelovy cas reprezentovan globalni proménnou Time. Tato pro-
ménnd je typu double (Cas je nezdporné realné ¢islo) a jeji poéateéni a koncova hodnota je
specifikovana v popisu experimentu funkci Init. Interpretace jednotky modelového Casu je
zéavisld na modelovaném problému. Hodnota proménné je nastavovana systémem pro Fizeni
simulace a nelze ji ménit prifazovacim prikazem. Pouziti ptrikazu

Time = 10; // chyba!

vyvola chybu pfi pfekladu modelu. Pro blokové vyrazy je pouzitelny blok T, ktery re-
prezentuje blokovy ekvivalent proménné Time. Pouziti Time v blokovém vyrazu je chyba,
kterou neodhali prekladac, ani kontrola pii béhu programu.
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7.5 Diskrétni simulace

Knihovna obsahuje standardni tfidy pro popis diskrétniho chovani objektt, pro modelovani
standardnich obsluznych zafizeni a pro sbér statistickych iidaji. Chovani objektl 1ze popsat
dvéma zpusoby, bud s pouzitim udalosti, nebo procesi.

7.5.1 Prostiedky pro praci s nahodnymi veli¢inami

P1i simulaci diskrétnich stochastickych systémt je zapotiebi modelovat ndhodné jevy. K
tomu je nutné mit generatory nahodnych ¢isel pro vSechna potfebna rozlozeni. Knihovna
SIMLIB obsahuje vSechny obvyklé generatory ve formé funkci, zde uvedeme pouze ty nej-

vvvvvv

Random

double Random();

Funkce Random generuje pseudondhodnd ¢isla s rovnomérnym rozlozenim na intervalu
< 0,1). Tento generator je pouzit jako zakladni generdtor pro ostatni rozlozeni.

Exponential

double Exponential (double E);

Generator exponencidlniho rozloZeni se stfedni hodnotou E.

Normal

double Normal(double M, double S);

Normalni rozlozeni se stfedni hodnotou M a rozptylem S.

Uniform

double Uniform(double L, double H);

Rovnomérné rozlozeni na intervalu < L, H).

Priklady pouziti generatoru

Wait (Exponential (10));

if (Random()<0.33) S10);
else S20);

int pole[10] = { 10,10,20,20,20,30,30,30,30,30 };
/...
X = pole[Random()*10];

Wait (Uniform(100,150));
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7.5.2 UdaAlosti

Pro popis jednorazovych déji, které se mohou periodicky opakovat, je urcena abstraktni
tfida Event. Ttidy objektt, odvozené z této tfidy, musi definovat chovani udélosti v me-
todé Behavior, podobné jako u procesii. Na rozdil od procesti vSak popis udalosti neni
prerusitelny. Pro naplanovani udélosti na cas t 1ze pouzit metodu Activate(t).

7.5.3 Procesy

Pro popis tfidy objektt s vlastnim dynamickym chovanim je v SIMLIB definovana abstraktni
tfida Process. Kazda tfida, kterd zdédi t¥idu Process, musi specifikovat chovani objekt
této t¥idy v ¢ase. Chovani se popisuje v metodé Behavior posloupnosti prikazi. Zakladni
struktura popisu tiidy je uvedena v prikladu:

class Zakaznik : public Process {
<atributy z&akaznika>
void Behavior()
{
<prikazy popisujici chovani objektu v case>
}
public:
Zakaznik(<parametry>) { <inicializace atributd> }
~Zakaznik (<parametry>) { <ruSeni atributd> }

};

Popis chovani objekti v metodé Behavior pfipomina popis procedury, miize vSak, na
rozdil od ni, obsahovat i piikazy, které zpusobuji ¢ekani. To znamenad, Ze popis chovani je
v modelovém ¢ase na uréitou dobu prerusitelny!. Po aktivaci objektu se za¢ne provadét
posloupnost operaci v metodé Behavior stejné, jako pfi provadéni obvyklé procedury. V
okamziku, kdy se narazi v tomto popisu ¢innosti objektu na piikaz, ktery predstavuje c¢ekani,
je provadéni piikazli pozastaveno. Pokud proces ¢eka, mohou bézet ostatni procesy.

Piikaz Wait pouzity v popisu chovani objektu provadi potlaceni ¢innosti objektu na
ur¢itou dobu (tato ¢innost odpovida ¢ekani objektu). Piikaz m4 tvar:

Wait( <aritmeticky vjraz> );

Hodnota vyrazu udava dobu, po kterou bude pozastavena aktivni ¢innost objektu. Jestlize
tedy objekt O v modelovém ¢ase t provede piikaz Wait(d) ve svém popisu chovéni, pak se
stane po dobu d pasivnim a piisti aktivace (obnoveni ¢innosti) nastane v modelovém case
t 4 d. Okamzik t 4+ d budeme nazyvat reaktivacnim okamzikem procesu nebo také kritickym
okamzikem procesu.

Pisti kriticky okamzik je skrytym atributem kazdého objektu. Cas p¥istiho kritického
okamziku je stanoven bud explicitné p¥ikazem Wait (d) (pak je roven Time + d, kde Time je
aktudlni hodnota modelového ¢asu), nebo implicitné pfikazem WaitUntil(B) (pak je roven
nejblizsl hodnoté modelového ¢asu, ve kterém se predikdt B stane pravdivym).

Kazdy objekt je charakterizovan t¥idou, svym stavem a identitou (napfiklad jménem). V
priubéhu simulace miize objekt vzniknout, zaniknout, mtze byt pravé aktivni a nebo mize
Gekat (pasivni stav procesu) na ur¢itou udédlost nebo na ur¢ity stav modelu.

1Pferusitelné procedury jsou implementovany s vyuzitim funkci setjmp a longjmp ze standardni knihovny
jazyka C. Musi byt doplnény nékolika Ffadky kédu v jazyku symbolickych instrukci, proto SIMLIB neni zcela
prenositelna.

146



Po vzniku je objekt v neaktivnim stavu. Odstartovani procesu (jeho aktivace) se provede
metodou Activate. Objekt se mtze sam aktivovat tim zptisobem, ze provede svou aktivaci
jako akci v konstruktoru. Poznamenejme, ze k aktivaci nového objektu muze dojit az po
preruseni pravé probihajiciho procesu.

Po provedeni posledniho pfikazu v popisu chovani objektu tento objekt automaticky
zanika. Zanik objektu lze pripadné kontrolovat tim, ze definujeme destruktor s pozadovanymi
operacemi.

Kvaziparalelni provadéni procesu v SIMLIB

I kdyz sémantika modelu je postavena na paralelné probihajicich procesech, nelze ignorovat
skuteénost, ze vlastni vypocet (simulace) probihd na jednom redlném procesoru. Z toho
plyne nutnost fesit zpracovani simula¢niho programu kvaziparalelné.

Principy kvaziparalelniho zpracovani procest jsou popsany v kapitole ??7. Popisu chovani
objektu tiidy odvozené ze tiidy Process odpovida prislusnd metoda Behavior. Tato metoda
obsahuje pfikazy, které mohou ménit stav daného objektu (zménou atribut) nebo stav
ostatnich objekti modelu (pokud je to dovoleno). Pravé bézici proces provadi akce, popsané
v metodé Behavior pravé aktivniho objektu, ktery je identifikovan ukazatelem Current.

Priorita procesu je definovana atributem Priority. Pii vzniku objektu je mozné za-
dat jeho prioritu, implicitné je nejnizsi, tj. nulova. Prioritu probihajiciho procesu miizeme
dynamicky ménit pritazovacim ptikazem:

Priority = <aritmeticky vyraz>;

V pripadé planovani reaktivace procesil na stejny modelovy c¢as se nejdfive provede uda-
lost procesu s vyss§i prioritou (vy$si hodnotou atributu Priority). V pfipadé shodnych
priorit procesu se dfive provede proces, ktery byl naplanovan drive.

7.5.4 Zarizeni

Obsluzné zaiizeni popisuje tiida Facility?. Zafizeni je objekt, uréeny k popisu specifického
typu interakci procest, oznac¢ovaného jako vyluény (exkluzivni) p¥istup. Problém vylu¢ného
pristupu lze formulovat takto: kazdy z m procesu systému pozaduje takovy pfistup k abs-
traktnimu zafizeni nebo zdroji Z, ktery vylucuje, aby v kterémkoli okamziku sdilel zafizeni
7 vice, nez jeden proces.

S priklady vylu¢ného pristupu se setkdvime témér v kazdém systému hromadné obsluhy.
Prikladem muze byt benzinové ¢erpadlo, postovni tfednik u prepazky, nebo terminal poci-
tace. Rovnéz samotny mechanismus kvaziparalelniho provadéni procesi, kdy pouze jediny z
procestt muze byt aktivnim, je ukdzkou vyluéného pfistupu procesii k zafizeni — realnému
procesoru. Deklarace zafizeni ma tvar:

Facility <identifikadtor> ("<jméno za¥izeni>");
Piiklad deklarace:
Facility Fac("Fac");

Zatizeni je bud obsazeno nékterym objektem modelu nebo je volné. Stav zafizeni je mozné
testovat metodou-predikdtem Busy, kterd vraci nenulovou hodnotu (TRUE) v pfipadé, Ze
zarizeni je obsazeno:

2Zafizeni jsou navrzena tak, aby se co nejvice podobala zatizenim v jazyce SOL

147



if (Fac.Busy()) Print("obsazeno\n");

Zakladni operace zafizeni jsou obsazeni (metoda Seize) a uvolnéni (metoda Release).
Trida Process ma definovany také metody Seize a Release, jejich parametrem je zafizeni, se
kterym se pracuje:

Seize(<identifikdtor zatrizeni>[,<vjraz>]);
Release(<identifikator zatizeni>);

KaZzdé zarizeni ma vstupni frontu pro pozadavky na obsazeni, které nelze okamzité uspo-
kojit. V pripadé, Ze neni uveden vyraz jako druhy parametr Seize, je sémantika této operace
jednoducha: je-li zafizeni volné, pak se obsadi, je-li zafizeni obsazeno, pak se proces pozastavi
a zafadi do vstupni fronty u zafizeni. Uvolnéni zafizeni miize provést pouze ten proces, ktery
je obsadil. V pripadé, ze vstupni fronta je neprazdnd, zafizeni je uvolnéni znovu obsazeno
prvnim objektem (procesem) z fronty.

Poznamka: Soucasnad implementace zafizeni neni aktivni, tj. vstoupi-li néjaky proces
primo do fronty a zaFizeni je volné, nedojde k jeho obsazeni (k tomu dochazi jen pii provadéni
operace Seize, resp. Release).

Priklad:

Seize(Fac);
Wait (20);
Release(Fac);

V pfipadé uvedeni druhého parametru Seize tento parametr znamena prioritu obsluhy.
Rozsah priority obsluhy je od nuly do 255. Predchozi varianta pfikazu Seize je ekvivalentni
prikazu Seize s nulovou prioritou obsluhy.

Je-li zafizeni Z obsazeno procesem p; s prioritou obsluhy 07 a pozaduje-li obsluhu zafi-
zenim 7 dalsi proces po s prioritou obsluhy o2, pak mohou nastat dva pripady:

01 < 09 zpusobi preruseni obsluhy procesu p; a zarizeni je pridéleno procesu ps. Po skonceni
pokracuje obsluha p;, pokud nedo$lo k dalsimu preruseni.

01 >= 09 proces ps se zaradi do vstupni fronty zafizeni Z

Z toho plyne existence dalsi fronty u zafizeni — fronty pfrerusenych procesi. Obé fronty
jsou fazeny podle téchto kritérii:

1. priority obsluhy
2. priority procesu
3. FIFO

Kazdé zafizeni automaticky uchovava statistiky, potfebné k vypoctu priimérného vyuziti.
Vystup statistik zafizeni lze provést metodou Output. Do standardniho vystupniho souboru
se tisknou tyto informace:

e vyuziti zafizeni (je v rozsahu od nuly do jedné)
e maximalni délka vstupni fronty
e primérna délka vstupni fronty

e priamérna doba ¢ekani ve fronté
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Obrazek 7.2: Zafizeni

7.5.5 Sklad

Na rozdil od zafizeni, pro které je charakteristicky vyluény piistup, umoziiuje sklad (objekt
tfidy Store) popisovat simultdnni pfistup ke zdroji s uréitou kapacitou. Jako piiklad skladu
muzeme uvést parkovisté nebo pamét pocitace. Sklad miZe obsadit vice procesti v zavislosti
na kapacité skladu a na pozadavcich téchto procest. Proces, ktery pozaduje méné jednotek
kapacity nez je volné misto, muze obsadit pozadovanou ¢ast kapacity a volné misto se tim
zmens$i. Pokud proces pozaduje vice, nez je volna kapacita, musi ¢ekat az bude pozadované
misto volné. Zafizeni lze tedy povazovat za sklad s kapacitou jedna s tou vyjimkou, ze sklad
nema moznost prerusovat obsluhu. Deklarace skladu ma tvar:

Store <identifikdtor> ( "<jméno skladu>", <vjraz-kapacita> );

Piiklad:
Store Sto("Sto",100);

Sklad ma metody pro zjisténi volné kapacity (Free) a predikdty pro testovéni, je-li
prazdny (Empty) nebo plny (Full). Procesy obsazuji sklad operacemi Enter a Leave.

Enter(<identifikator skladu>, <vjraz>);
Leave(<identifikator skladu>, <vjraz>);

Vyraz udava obsazovanou, resp. uvolilovanou kapacitu skladu. Je chybou, kdyz pozado-
vana kapacita je vétsi, nez deklarovana kapacita skladu. Priklad ukazuje obsazeni a uvolnéni
deseti jednotek kapacity skladu S:

Enter(S,10);
Wait (10);
Leave(S,10);

Piikaz Enter miiZe zptsobit dekani procesu na volnou kapacitu. Cekajici procesy se fadi
do fronty podle priorit, prvni je proces s nejvyssi prioritou. Pfikaz Leave uvoliuje zadanou
kapacitu a v pfipadé neprazdné vstupni fronty obsazuje sklad prvni objekt z fronty3.

Sklad automaticky uchovava statistiky, potfebné k vypoctu praimeérného vyuziti. Vystup
statistik skladu lze provést metodou Output. Do standardniho vystupniho souboru se tisknou
tyto informace:

e deklarovana kapacita
e maximalni pouzitd kapacita

e prumérna pouzitd kapacita

3Soucasna implementace se chova jinak. Podivejte se do zdrojového textu modulu ’store.cc’
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e maximalni délka vstupni fronty
e prumérna délka vstupni fronty

e prumeérna doba ¢ekani ve fronté

Q
{{[D_» Store L

Obrézek 7.3: Sklad

7.5.6 Sbér statistik

Typickou ¢innosti pfi simulaci diskrétnich stochastickych systému je sbér a vyhodnocovani
statistickych informaci, ziskanych z modelu. K tomu jsou uréeny standardni tfidy Histogram,
Stat, TStat.

Histogramy

Objekty tfidy Histogram slouzi k zaznamu Cetnosti zapisovanych hodnot v zadanych inter-
valech. Deklarace objektu této tfidy ma tvar:

Histogram <identifikator>("<jméno>",<od>,<krok>,<kolik>);

Vyznam jednotlivych parametrt je patrny z obrazku 7.4.

0123 ... n ntl

Obrézek 7.4: Parametry histogramu

Zapis do histogramu se provadi prikazem:
<identifikator histogramu>(<vjraz-hodnota>);

Vystup histogramu do standardniho vystupniho souboru provede metoda Output. Tiskne
tabulku Cetnosti a statistiku vstupnich hodnot (tj. minimalni vstupni hodnotu, maximdlni
vstupni hodnotu, pocet vstupnich hodnot, primérnou hodnotu a smérodatnou odchylku).

Priklad:
Histogram H sledujici ¢etnost hodnot ve 100 intervalech od nuly s krokem 0.1 :

Histogram H("Histogrami",0,0.1,100);

double x;
H(x); // zaznam hodnoty prom&nné x
H.Output Q) ; // v§stup histogramu
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Statistiky
Objekty t¥idy Stat uchovavaji tyto hodnoty:
e soucet vstupnich hodnot
e soucet ¢tverci vstupnich hodnot
e minimalni vstupni hodnotu
e maximalni vstupni hodnotu

e pocet zaznamenanych hodnot

Metoda Output vytiskne tyto hodnoty a navic primérnou hodnotu a smérodatnou od-
chylku.

Priklad:

Testujeme stfedni hodnotu generatoru exponencialniho rozlozeni:

Stat TestStat("St1");

for(int i=0; 1<10000; i++)
TestStat (Exponential(10)); // z&znam hodnoty
TestStat.Output () ; // tisk statistiky

Casové statistiky

Objekty t¥idy TStat sleduji ¢asovy priubéh vstupni veli¢iny. Pouzivaji se k vypoctu primérné
hodnoty vstupu za urcity ¢asovy interval. Objekty t¥idy TStat uchovévaji tyto hodnoty:

e sumu soucinil vstupni hodnoty a ¢asového intervalu

e sumu soucinil ¢tverce vstupni hodnoty a ¢asového intervalu
e minimalni vstupni hodnotu

e maximalni vstupni hodnotu

e pocet vstupnich hodnot

e pocatecni Cas

Metoda Output tiskne kromé ulozenych hodnot také primérnou hodnotu vstupu za cas
od inicializace statistiky metodou Clear do okamziku voldni metody Output.

Priklad:

TStat S("TStatl");
S(x); // zaznam hodnoty v ¢ase Time

S.Output(); // vystup statistiky
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Obrézek 7.5: Obsluzné stredisko Box

7.5.7 Priklad diskrétniho modelu

Uvazujme jedno obsluzné stfedisko se vstupni frontou, kterym prochazeji zdkaznici:

// model MODEL1

#include "simlib.h"

// deklarace globalnich objektd
Facility Box("Linka");

Histogram Tabulka("Tabulka",0,50,10);

class Zakaznik : public Process { // t¥ida zakaznikd

double Prichod; // atribut kazdého zakaznika
void Behavior() { // popis chovéani zdkaznika
Prichod = Time; // Cas pF¥ichodu zdkaznika
Seize(Box); // obsazeni zatizeni Box
Wait(10); // obsluha
Release (Box) ; // uvolnéni
Tabulka(Time-Prichod) ; // doba obsluhy a &ekani
}
}
class Generator : public Event { // generator zakaznikd
void Behavior() { // popis chovani generatoru
new Zakaznik->Activate(); // novy zdkaznik v ase Time
Activate(Time+Exponential (1e3/150)); // interval mezi pF¥ichody
}
}

// popis experimentu
int main()

{
Print ("x****x MODEL1 ****x\n");
Init(0,1000); // inicializace experimentu
new Generator->Activate(); // generdtor zakaznikd, aktivace
Run(); // simulace
Box.Output () ; // tisk vysledkd
Tabulka.Output () ;
return O;
}

Na zacatku popisu modelu musime pouzit prikaz #include, ktery definuje rozhrani si-
mulaéni knihovny. Déle néasleduji deklarace globalnich objektt modelu, v tomto piikladu je
deklarovano zafizeni Box a histogram Tabulka.

Nasleduje definice tfidy zakaznikd, ktefi maji chovani popsano v metodé Behavior.
Kazdy zakaznik mé atribut Prichod, kterym je doba jeho pfichodu do modelovaného sys-
tému. Zakaznik obsadi zafizeni Box na dobu 10 ¢asovych jednotek (neni dtlezité, jde-li o
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hodiny ¢i sekundy) a potom zafizen{ uvolni. Je zajisténo, Ze v pfipadé jiz obsazeného zafizeni
bude zakaznik ¢ekat ve fronté, ktera se vytvori u zarizeni.

Po uvolnéni zafizeni se do histogramu Tabulka poznamend doba, stravena zakaznikem
v systému (doba obsluhy plus doba stravend ¢ekdnim ve fronté u zafizeni). Potom zakaznik
opousti nami sledovany systém, a proto je po ukonceni procesu automaticky zrusen.

Vytvareni zdkaznikt je realizovano objektem tiidy Generator, ktery periodicky se opa-
kujici udalosti modeluje pfichody zakaznikti do systému tak, ze vytvari nové zédkazniky a
aktivuje je.

Popis experimentu je souc¢asti funkce main. Je inicializovan model a nastavena doba
simulace funkci Init od casu nula do 1000. Potom je zajisténo vytvoreni generatoru pri-
chodti zakazniki do modelu. Po inicializaci spustime vlastni simulaci volanim funkce Run.
Po ukonceni experimentu se vytisknou informace, ziskané v histogramu Tabulka.

7.6 Spojita simulace

Spojité chovani modelu popisujeme v SIMLIB propojenim objektd, které reprezentuji inte-
gratory, stavové bloky a rtizné nelinearity. Propojeni objekti se realizuje pii jejich vytvareni.
Konstruktor dostava jako prvni parametr odkaz na vstupni objekt. Tento odkaz se pouziva
pfi vyhodnocovani objektu. Kazdy objekt ma definovanou metodu Value, ktera vraci hod-
notu objektu. Pokud je k vypoctu hodnoty objektu zapotiebi hodnota vstupu, je objekt
na vstupu pozadan o svou hodnotu opét metodou Value. Takto probéhne vypocet vsech
potiebnych hodnot objektt. V pfipadé, Ze vznikne cyklicky odkaz (rychld smycka), mize
byt detekovana.

Pro zvyseni efektivity vypoctu si nékteré objekty po vyhodnoceni pamatuji vyslednou
hodnotu, aby se pfi né€kolika pozadavcich na vyhodnoceni v témze modelovém ¢ase nemusely
opakovat tytéz vypocty.

Reprezentace vyrazu, ktery je obvykle na vstupu bloku, se dynamicky vytvari pfi volani
konstruktoru. Této vlastnosti bylo dosazeno pfetizenim obvyklych aritmetickych operatort
tak, aby pri operandech typu blok dynamicky vytvorily odpovidajici grafovou strukturu
vyrazu.

Priklad:

Uvazujme kmitavy clanek:

class TEST : public aContiBlock {
Integrator il;
Integrator i2;
public:
TEST(O) : i1(-i2,1), i2(i1x0.5) {}
double Value() { return i2.Value(); }
};

7.6.1 Standardni t¥idy pro spojitou simulaci

T¥ida aContiBlock definuje obecny blok spojitého modelu s operaci vyhodnoceni metodou
Value. VSechny t¥idy spojitych blokd jsou odvozeny z této tiidy a definuji metodu Value
pro vyhodnoceni, metodu Init pro inicializaci a konstruktor pro definici propojeni ob-
jektt. SIMLIB obsahuje t¥idy pro zdkladni aritmetické operace (+,—,*,/) a nékteré funkce
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(Abs,Sin,Log,...). Uzivatel SIMLIB muzZe téZ definovat libovolné vlastni bloky, které jsou
rovnocenné standardnim bloktm.
TrFida Integrator

Trida Integrator slouzi k implementaci integracniho mechanismu spojité simulace. Inte-
grator mé definovany tfi zdkladni operace:

e numerickou integraci
e nastaveni po¢ateéni podminky (inicializaci)

e nastaveni hodnoty (skokovou zménu stavu)

vvvvv

automaticky v pribéhu simulace. Nastaveni pocatecni hodnoty lze provést vice zpisoby.
Zadani druhého parametru konstruktoru objektu je nejcastéjsi pripad.

Integrator <identifikator>(<obj-vjraz>,<Eiselny vjraz>) ;

P1i inicializaci modelu v inicializacni casti popisu experimentu je pouzitelnd metoda
Init.

<identifikator>.Init(<&iselny vjraz>);

Zadanou pocatecni hodnotu si integrator pamatuje a nastavi ji pfi startu simulace ve
funkci Run automaticky. Nastaveni hodnoty integratoru je proveditelné pfi béhu simulace
bud ptifazovacim piikazem, nebo metodou Set.

<identifikator> = <&iselny vyraz>;
<identifikator>.Set(<&iselny vyraz>);

Konstruktor ma jako prvni parametr odkaz na objektovy vyraz — vstup. Lze zadat
volitelny druhy parametr s poc¢atecni hodnotou integratoru. Deklarace

Integrator <identifikdtor integratoru>(<objekt-vjraz>);

vytvoii integrator se vstupem zadanym objektovym vyrazem s implicitné nulovou poca-
tec¢ni hodnotou. Ziskani hodnoty integratoru provedeme volanim metody Value pfislusného
integratoru:

X = <identifikadtor integratoru>.Value();

Nelinearity

Pro modelovani nelinearnich blokd jsou v SIMLIB definovany standardni tfidy, které jsou
podrobnéji popsany v referen¢ni prirucce. Nelinearni bloky je nutné deklarovat, forméat de-
klarace ma tvar:

<t¥ida bloku> <identifikator>(<vstup>,<parametry>);
Typickym piikladem je blok omezeni (t¥ida Lim):
Lim omez(x+y,-1,1);

Vystupem objektu omez je soucet hodnot objektti x a y omezeny na interval mezi —1 a
1. Blok omez je pouzitelny jako vstup jiného objektu.
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Stavové bloky
Trida Status

Trida Status popisuje vlastnosti stavovych proménnych. Je to bazova tfida pro vSechny
tfidy objektd s vnitfnim stavem, kromé tiidy Integrator. Jako priklad si uvedeme pouze
relé a hysterezi, ostatni nelinearni bloky jsou stru¢né popsany v referenc¢ni pfirucce a jejich
pouziti je stejné jako u uvedenych objekti.

Trida Hyst

Objekty tfidy Hyst maji charakteristiku podle obrazku 7.6.

Obrazek 7.6: Charakteristika hystereze

Konstruktor

Hyst(Input x, double pl, double p2,
double y1, double y2, double tga);

vytvori objekt se zadanym vstupem x a s p¥islunymi parametry (viz obrézek 7.6). Para-
metr tga je tangentou thlu alfa. Hodnotu vystupu tohoto objektu ziskame volanim metody
Value.

Priklad:
Hyst H(x,-1,1,-5,5,3.5);
Trida Relay
Ttida Relay popisuje objekty s reléovou charakteristikou:

A

y2

pl  p2

I
I
I
: p3 p4
I
yl
I
Obrazek 7.7: Charakteristika relé

Konstruktor
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Relay(Input i, double pl, double p2, double p3, double p4,
double y1, double y2);

vytvori objekt se zadanymi parametry.

Poznamka: U objektli s nespojitymi charakteristikami (relé, hystereze,...) nastava pii
simulaci problém ’dokrodeni’ numerické integrace na zlom charakteristiky (napiiklad do
okamziku, kdy relé sepne). Pro feseni tohoto problému* se pouziva metod, uvedenych v
odstavci o kombinované simulaci.

7.6.2 Priklad spojitého modelu

Jako ptiklad spojité simulace budeme uvazovat systém kola automobilu. Experiment bude
sledovat odezvu kola na jednotkovy skok. Rovnice, popisujici tlumené kmitéani kola:

M# + Di + kx = F(t)

kde
v je rychlost pohybu kola,
y je vychylka kola z klidové polohy,
F(t) je vstupni budici funkce (napf. jednotkovy skok) a
k,D, M jsou konstantni parametry systému kola
Rovnici pfevedeme na soustavu diferencidlnich rovnic prvniho fadu

0= (F—Dv—ky)/M
Y=
a potom miizeme piimo psat simula¢ni program:
// model KOLO.CPP - Model tlumeni kola automobilu v C++
#include "simlib.h"

const double F = 1.0;

class Kolo {

Graph G; // vystup polohy kola
Integrator v,y; // stav systému kola
public:

Kolo(Input F, double M, double D, double k):
G("Vychylka",y,0.01),
v((F-D*xv-kxy) /M),
y(v) {3}
};

Kolo k1(F, 2, 5.656, 400);

int main() { // popis experimentu
Print (" Model tlumeni kola automobilu v C++ \n");
OpenOutputFile("kolo.out");
Init(0,1.5); // inicializace parametrd experimentu

4t¥ida Realy v SIMLIB skute¢n& umi fesit tento problém
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SetStep(1e-3,0.1); // krok integrace

SetAccuracy(0.001); // max. povolend rel. chyba integrace
Run(); // simulace
Print (" Konec simulace \n");
return O;
}

Spojity model popisujeme propojenim funkénich bloki — objektti modelu. Kazdy objekt
je inicializovan tak, Ze prvnim parametrem jeho konstruktoru je jeho vstup. Na misté vstupu
miize byt vyraz, ve kterém lze pouzit objekty (jako proménné) nebo ¢iselné hodnoty (jako
konstanty).

Vystup informaci o chovani modelu probiha prostfednictvim objektu tfidy Graph. Tato
tfida zabezpecéuje rovnomérné vzorkovani vstupu objektu (v nasem piipadé s periodou 0.01)
a vystup do vystupniho souboru, ktery 1ze prohlizet vystupnim editorem.

Cely model je tvofen jednim objektem t¥idy Kolo (globélni objekt k1). P¥i vytvafeni
objektu musime zadat jeho vstup a parametry. Rizeni experimentu ve funkci main zajistuje
otevieni vystupniho souboru, inicializaci pro modelovy ¢as od nuly do 1.5 sekundy, nastaveni
povoleného rozsahu kroku numerické integrace (SetStep) a nastaveni pozadované piesnosti
numerické integrace (SetAccuracy). Vlastni simulace probéhne v ramci volani funkce Run.

7.7 Kombinovana simulace

Kombinovana simulace predpokladd pouziti spojitého i diskrétniho pristupu, prinasi vsak
navic nékteré problémy, spojené se vzajemnou interakci spojité a diskrétni ¢asti modelu.
Zmény, zplsobené diskrétnimi udalostmi ve spojité ¢asti modelu, nepiinaseji témeétr zadné
problémy. Po skokové zméné stavu spojité ¢asti modelu je zapotiebi pouze znovu inicializovat
vyvolat diskrétni udélost pii dosazeni uréitého stavu spojité ¢asti modelu. ReSeni tohoto
problému je naplni dalsich odstavci.

7.7.1 Stavové podminky a stavové udalosti

Reakce na zmény ve spojité ¢asti modelu jsou popsany formou stavovych podminek a stavo-
vych udalosti. Stavova podminka muze byt specifikovana napfiklad booleovskym vyrazem.
Akci, kterd je podminéna zménou pravdivostni hodnoty stavové podminky, nazveme stavova
udélost. Prikladem mutze byt udélost, kterd ma nastat pfi prekroceni nastavené maximalni
teploty mistnosti v modelu automaticky fizeného vytapéni domu.

V C++ lze stavové podminky implementovat t¥idami, které definuji chovani objektt
- bloki citlivich na zménu vstupu. Vstupem takového bloku mtze byt booleovsky vyraz.
Pro zjisténi ¢asu zmény vstupni hodnoty takovych podminek 1ze proto pouzit pouze metodu
puleni intervalu, tj. zkracovani kroku integrace na polovinu. Existuji i jiné metody, napfiklad
metoda Regula-Falsi, ty vSak vyzaduji spojity vstup podminky.

Miuazeme také pozadovat, aby stavova podminka byla citlivd pouze na nékteré zmény
pravdivostni hodnoty vstupu (napfiklad pouze na zménu FALSE na TRUE, pfipadné na
pfekroceni mezni hodnoty smérem nahoru). Protoze C++ nedefinuje specialni Booleovsky
typ, pouziva se misto néj typ int. Pravdivostni hodnota TRUE potom odpovidd nenulové
hodnoté typu int, pravdivostni hodnota FALSE odpovida nulové hodnoté.

P1i numerické integraci, kdy vypocet probiha po krocich, nemusi dojit k detekci nékterych
stavovych udalosti. Tato situace nastane v pfipadé, zZe krok integrace je ptilis dlouhy a dojde
pfi ném k ’piekroceni’ n€kolika zmén stavovych podminek. Podobny problém mitize nastat v
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dusledku nepresnosti numerické integrace, kdy pri nevhodné zvolené podmince nemusi dojit
k jeji zméné a tim k vyvolani pozadované udalosti.

TFida BoolCondition

Béazova trida BoolCondition popisuje pouze chovani, potfebné pro detekci zmén vstupni
podminky. Uzivatel musi tuto t¥idu zdédit a doplnit metodu, popisujici vstup podminky a
metodu, popisujici akci pfi zméné podminky. Vstup podminky popisuje metoda Test, ktera
vraci pravdivostni hodnotu. Pro detekci zmény pravdivostni hodnoty pouzivame metodu
ptleni intervalu. Pfi zméné stavu podminky se integrac¢ni krok zkracuje tak dlouho, az
dosdhne své minimalni povolené hodnoty (proménna MinStep). Tim zajistime ’dokroceni’ v
Case, ktery se nejvice blizi skute¢nému okamziku zmény podminky. Teprve potom nastane
reakce na tuto zménu vyvolanim metody Action. Metoda Mode umozZiuje nastaveni citlivosti
podminky na rtzné zmény pravdivostni hodnoty vstupu podminky.

Priklad:
class MyCondition : BoolCondition {
Input inp;
int Test() { return inp.Value()<0; }
void Action() { Print("zména znaménka z + na -"); }
public:
MyCondition(Input i) : inp(i) { Mode(DetectUP); }

};

Integrator x(vstup);
MyCondition Test(x);

Priklad popisuje podminku, reagujici na zménu znaménka vstupni hodnoty z plus na
minus. Na vstupu objektu Test je integrator x.

7.7.2 Prfiklad kombinovaného modelu

Jako ptiklad kombinovaného modelu pouzijeme model skékajictho micku. Spojité chovani
micku odpovidé volnému péadu, pro detekci dopadu micku pouzivame stavovou podminku.
Stavova udalost (dopad mic¢ku) vyvold skokovou zménu rychlosti micku.

// model MICEK.CPP - skakajici micek
#include "simlib.h"
const double g = 9.81; // gravitagni zrychleni

class Micek : BoolCondition {
Graph G;
Integrator v,y;
int Test() { return y.Value()<0; }
void Action() {
Print(" Odraz micku v Case t=Yg \n",Time);
GO;
v = -0.8 * v.Value();
y = 0; // nutné pro detekci nasledujiciho dopadu
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}
}
public:
Micek(double position)
G("Vy3ka migku",y,0.05),
y(v,position), v(-g) A

Mode (DetectUP) ;
}
}
Micek micek(1); // vytvofeni objektu micek
int main() { // popis experimentu

Print (" Model skékajiciho mi&ku v C++ \n");
OpenOutputFile("micek.out");

Init(0,5); // inicializace experimentu
SetStep(1e-10,0.5); // krok integrace
SetAccuracy(1e-5,0.001); // max. povolend chyba integrace
Run() ; // simulace

Print (" Konec simulace \n");

return O;

Chovani micku je popsano jako volny pad. Integrator v integruje tihové zrychleni g a jeho
hodnota je rovna rychlosti micku. Integrator y integruje rychlost a jeho hodnota predstavuje
vysku micku nad zemi.

Pro detekci okamziku dopadu micku na zem (y = 0) je pouZito stavové podminky
y.Value()<0 v metodé Test. Tato metoda je voldna systémem fizeni simulace pii kaz-
dém kroku numerické integrace. V pripadé zmény hodnoty podminky se krok zkracuje tak,
abychom okamzik dopadu micku ur¢ili s maximélni pfesnosti (pfesnost uréeni doby dopadu
je ddna minimdalni délkou kroku, tj. hodnotou proménné MinStep). V okamziku dopadu
micku se provede akce, popsand v metodé Action, tj. obraceni a zmenseni vektoru rychlosti.
Timto zptsobem modelujeme ztratu energie pri dopadu micku.

Rizeni experimentu popisuje funkce main. Po volani Init nésleduje nastaveni povoleného
rozsahu kroku integrace (SetStep) a urdeni pozadované presnosti integrace (SetAccuracy).
Béh simulace se odstartuje volanim funkce Run. Vystup se fesi podobné, jako u spojité
simulace, je zde vSak nutné zajistit vystup téz v okamzicich dopadu micku na zem.

7.8 SIMLIB-3D rozsifeni

Pro usnadnéni popisu modeld, které vyzaduji popis vektorovymi diferencidlnimi rovnicemi
byla SIMLIB doplnéna o 3D abstrakce.

Prostorové modely jsou popsatelné vektorovymi dif. rovnicemi. Napiiklad pohyb hmot-
ného bodu v gravitacnim poli je mozné popsat rovnici:

F:

S|

kde: 7 je vektor — pozice bodu

F je vektor sily ptisobici na hmotny bod

m je hmotnost bodu

SIMLIB dovoluje popis tohoto systému jak skalarnimi prostiedky, tak vektorove.
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Vektorovy popis je vyrazné kratsi:

class MassPoint { // model hmotného bodu
const double m; // hmotnost
Integrator3D v; // rychlost
Integrator3D r; // pozice

public:
MassPoint (Input3D F, Value3D ini_pos) : // konstruktor:
m(1000), // hmotnost je konstantni
v(F/m), // rychlost je integral zrychleni
r(v, ini_pos) // pozice je integral rychlosti
{3
}

Z uvedeného piikladu je zfejmé, Ze t¥irozmérny popis problému je stejné jednoduchy jako
popis skalarni (operace jsou vektorové a v roli operandii jsou vektory misto skaldrt).

7.8.1 Hierarchie t¥id 3D

aBlock
aContiBlock3D - bazova trida
Constant3D - konstanta
Expression3D - blokovy vyraz
Integrator3D - vektorovy integrator
Function3D - obecna vektorova funkce
_Add3D, _Mul3D - (skryté) tiidy pro operatory
Parameter3D - parametr modelu
Value3D - hodnota
Input3D - odkaz na blok

Ttida Value3D definuje vektorovou hodnotu a mé t¥i slozky (x,y,z) typu double. Pouziva
se na predavani a uchovavani vektorovych hodnot.

T¥ida Input3D definuje odkaz na objekt—blok. Pouziti odkazu v objektovém vyrazu je
transparentni, tj. blok na jehoz vstupu je uveden tento odkaz si poznamené cil tohoto odkazu
a nikoli odkaz samotny (pozdé&jsi zmény odkazu jiz nic neovlivni). Vpfipadé, Ze ndm toto
chovani nevyhovuje, je mozné pouzit tfidu Expression3D, kterd se chova jako blok—identita.

Ttida Integrator3D obsahuje tfi skalarni integratory, které jsou napojeny na specidlni
objekty pro transformaci rozhrani 3D /skalarni. To je moZné proto, Ze integrace je linearni
operator.

Ostatni tfidy definuji konstanty, parametry modelu a funkce podobné jako jejich skalarni
ekvivalenty.

7.8.2 Blokové vyrazy

Operace + — x/ jsou implementovany jako operédtory, které dynamicky vytvori pfislusny
objekt a zapoji jeho vstupy. Situace je stejnéd jako u béznych skalarnich operatort.
Ptehled definovanych operatoru:

// binarni operéatory:
Input3D operator + (Input3D a, Input3D b); // soudet vektord
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Input3D operator - (Input3D a, Input3D b); // rozdil

Input3D operator * (Input3D a, Input3D b); // souéin

Input3D operator * (Input3D a, Input b); // vektor * skalar
Input3D operator * (Input a, Input3D b); // skalar x vektor
Input3D operator / (Input3D a, Input b); // vektor / skalar

// unérni operatory:
Input3D operator - (Input3D a); // unarni -

Funkce v blokovych vyrazech 3D jsou definovany pouze pro zakladni operace s vektory:

// funkce:
Input Abs(Input3D x); // absolutni hodnota vektoru
Input3D UnitVector(Input3D x); // jednotkovy vektor

Input ScalarMultiply(Input3D x, Input3D y); // skalarni dou€in x.y
Input Xpart(Input3D a); // slozka x vektoru

Input Ypart(Input3D a); // slozka y vektoru
Input Ypart(Input3D a); // slozka z vektoru

7.8.3 Priklad

Uvazujme systém Zemé-Meésic a druzici, kterd ma vhodné zvolenou pocatecéni pozici a rych-
lost. Takovy systém mutizeme popsat takto:

// druzice.cc -- model Zem&--M&sic--druZice
#include "simlib.h"
#include "simlib3D.h"

typedef Value3D Position, Speed, Force;

const double gravity_constant = 6.67e-11; // gravitaini konstanta

const double m0 = 1000; // hmotnost druZice

const double ml = 5.983e24; // hmotnost Zemé

const double m2 = 7.374e22; // hmotnost Mé&sice

const Position p0(36.0e6, 0, 0); // poloha druzice

const Position p2(384.405e6, 0, 0); // poloha Mésice

const Speed v0(0, 4.5e3, 0); // po&ateini rychlost druZice
const Speed v2(0, 1022.6, 0); // obé&zna rychlost M&sice

Constant3D Zero(0,0,0); // pomocnj objekt

struct MassPoint {

double m; // hmotnost

Expression3D inforce; // vstupni sila

Integrator3D v; // rychlost

Integrator3D p; // pozice

MassPoint (const double mass, Position pO, Speed v0=Speed(0,0,0))
m(mass),

inforce(Zero),
v(inforce/m, vO0),
p(v,p0) {}
void SetInput(Input3D i) { inforce.SetInput(i); }
};
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struct MyWorld { // digitdlni svét
enum { MAX=10 };

MassPoint *m[MAX];

unsigned n;

MyWorld () ;

};

MyWorld *w; // vznikne aZ pozdé&ji :-)

// gravitaéni sila pusobici na hmotny bod p
class GravityForce : public aContiBlock3D {
MassPoint *p;
MyWorld *w;
public:
GravityForce(MassPoint *_p, MyWorld *_w) : p(_p), w(_w) {}
Force Value() {
Force £(0,0,0); // gravitaéni sila
for(int i=0; i < w->n; i++) {
MassPoint *m = w->m[i];
if (m == p) continue;
Value3D distance = m->p.Value() - p->p.Value();
double d = abs(distance); // vzdalenost
f = f + (distance * gravity_constant * p->m * m->m / (d*d*d)) ;
}
return f; // souet vSech gravitacnich sil
}
};

typedef MassPoint Planet, Satelite; // pohyblivé planety

MyWorld: :MyWorld() { // --- vytvofime digitdlni svét
n=0;
m[n++] = new Planet(ml,Position(0,0,0),Speed(0,0,0));
m[n++] = new Planet(m2,p2,v2);
m[n++] = new Satelite(m0,p0,v0);
for(int i=0; i<n; i++) // --- zapneme silové pisobeni
m[i]->SetInput(new GravityForce(m[i],this));

Ttfida MassPoint definuje model hmotného bodu. Vstupem tohoto modelu je sila, ktera
zpusobi jeho pohyb. Protoze model vytvafime postupné, je implicitné tato sila nulova a
nastavi se az po vytvofeni vSech hmotngch bodit v systému (viz konstruktor t¥idy MyWorld).
Cely model je tvofen t¥idou MyWorld, kterd obsahuje seznam vSech hmotnych bodi.

Trida GravityForce modeluje gravitacéni silu a je pro kazdy hmotny bod definovéana jako
soucet vSech gravitac¢nich sil pusobicich na hmotny bod. Gravitacni sila se pocitd se podle
gravitac¢niho zakona.

Vyslednd draha druzice a Mésice je uvedena na obrazku 7.8.
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Druzice a 2 hmotna telesa
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Obrazek 7.8: Druzice v gravita¢nim poli
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Kapitola 8

Simulace cislicovych systému

V kap. 2 jsme poznali klasifikaci obecnych systémt na systémy spojité, diskrétni a kombi-
nované. Klasifikaci miZeme ale provést i s ohledem na charakter vlastnosti a vztahu, které
nas na systému zajimaji a pro které vytvarime model. Potom miizeme hovofit o systémech,
resp. modelech technickych, biologickych, ekologick§ch, ekonomickych apod. Cislicové sys-
témy mutzeme zafadit mezi technické systémy. Budeme je neformalné chapat jako systémy
pracujici s ¢islicovou informaci.

Pro simulaci vySe uvedenych specidlnich tfid systémil se v praxi zpravidla vyuzivaji
univerzalni simulaéni jazyky a systémy, pfipadné se vytvafeji specializované simulacni pro-
stredky, které vSak byvaji specializované pouze s ohledem na uzivatelské rozhrani tak, aby
uzivatel-odbornik mohl pfi modelovani a simulaci pracovat s pojmy a zpusobem, na které
je ze své odborné praxe zvykly.

V pripadé ¢éislicovych systému je situace poné€kud odlisna. Jak uvidime v kap. 8.1 lze
modelovat ¢islicovy systém na réznych trovnich. Ve vétsiné pfipadd se simulacni modely
vytvareji pouzitim specializovanych simula¢nich prostiedki, které se vyznacuji nejen speci-
alizovanym uzivatelskym rozhranim, ale i pouzitim specidlnich simulacnich technik.

Simulace je v soucasné dobé zakladnim prostfedkem analyzy pfi navrhu ¢islicovych sys-
vaného systému, resp. jeho dil¢ich ¢asti, je nyni naprosto neprijatelna. Pokrok v technologii,
zejména integrovanych obvodt, a Siroké pouzivani tzv. aplikacné specifickych integrovanych
obvodii (ASIC) umoznil integrovat na jednom ¢ipu slozité funkce, které byly diive reali-
zovany na fadé desek osazenych standardnimi obvody malé a stfedni integrace, mohly byt
snadno ovéfovany na prototypu a zmény provadény bez vétsich problémt. Za stavajici situace
je tfeba snizit na minimum riziko nespravného navrhu. Zatim nejvyhodnéjsim prostiedkem
pro tyto cely je simulace. Proto nastal v 70. a 80. letech bourlivy rozvoj simula¢nich pro-
stfedkti a technik a vznikla fada simula¢nich jazyka a systémi orientovanych na simulaci
¢islicovych systému.

V zavislosti na etapé navrhu, ve které se simulace pouziva, mizeme rozlisit tyto zakladni
oblasti pouziti:

e hodnoceni alternativ navrhu,
e ovéteni funkéni spravnosti,
e ovéfeni ¢asového chovéani (Gasovani),

e ovéfeni kvality diagnostickych testd (simulace poruch),
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e ovéreni nékterych vlastnosti konstrukéniho navrhu.

vvvvv

¢islicovych systémi. V zavéru kapitoly jsou velice stru¢né charakterizovany logicky simulator
OrCAD/VST jako piedstavitel moderniho pomérné jednoduchého simuldtoru pro osobni
pocitace a simulac¢ni jazyk VHDL, ktery se stava standardem v oblasti simulace ¢islicovych
obvodd.

8.1 Urovné popisu é&islicovych systémii

Navrh ¢islicového systému, jeho popis, vytvareni modelu a simulace, mtize probihat na rtz-
nych wdrovnich, které lze hierarchicky usporadat. V kap. 2 jsme vidéli, ze kazdy systém
mizeme charakterizovat na zakladé jeho struktury (prvky a vazby mezi nimi) nebo jeho
chovani. S ohledem na tato dvé hlediska lze zavést Cisté strukturni hierachii drovni nebo
naopak hierarchii s ohledem na chovani. V praxi se vSak casto obé hlediska prolinaji. V
procesu navrhu totiz na zékladé pozadavku specifikujeme nejprve chovani systému, ale po-
stupné pridavame strukturni informaci. Potfebujeme tedy specifikovat jak strukturu, tak
chovani. V souladu s procesem navrhu budeme rozliSovat tyto zakladni irovneé:

e chovani systému,

funkéni(architektury)

strukturni(logicka),
o fyzicka

Prechody mezi témito trovnémi v procesu navrhu se nazyvaji etapy ndvrhu. Hovofime o na-
vrhu systémovém, logickém a fyzickém. Vymezeni vySe uvedenych ctyf zakladnich trovni
vSak nesmime chapat jako striktni v tom smyslu, Zze se navrh popisuje a ovéruje vzdy pouze
a presné na téchto trovnich. Je zfejmé, ze jinak bude probihat navrh pocitace, mikroproce-
soru nebo desky se standardnimi integrovanymi obvody, odlisné bude i vyuziti simulace v
téchto navrzich. Pfechod mezi uvedenymi tirovnémi obecné pro slozité systémy pfedstavuje
transformaci, ktera zahrnuje fadu dil¢ich kroki a tedy i fadu dil¢ich Grovni, na kterych lze
systém nebo jeho Casti popsat a simulovat. Naopak jednodus$si navrhy mohou zahrnovat
napf. pouze popis na strukturni a fyzické trovni.

Uvazujme pfiklad ndvrhu pocitace. Na zdkladé pozadavki je definovano jeho chovéni.
V procesu systémového ndvrhu je provedeno rozélenéni na zékladni podsystémy. Uloha si-
mulace by zde spoc¢ivala predevsim v hodnoceni riznych variant feSeni. Vzhledem k tomu,
ze Cislicovy systém byva na této trovni casto modelovan jako systém hromadné obsluhy,
Ize k hodnoceni vyuzit bézné jazyky a systémy pro diskrétni simulaci. Vznikly vSak i speci-
alni jazyky vhodné pro pouziti v etapé systémového navrhu. Pro strukturni popis pocitact
napiiklad vznikl jazyk PMS (Processors, Memories, Switches), jehoz hlavnim cilem bylo
poskytnout vhodnou notaci pro popis a srovnavani ruznych vypocetnich systému. Ve sku-
teCnosti tento jazyk slouzil vyhradné k popisnym a dokumentacnim ucéelim, k vystavbé
simula¢nich modeld pfimo neslouzil. Piiklad pouziti je uveden v [6].

Na pfelomu 70. a 80. let vznikla fada jazykd (napt. LALSDII, ADLIB, AIDE), které se
nékdy oznacuji jako jazyky trovné architektury, protoze jsou vhodné pro popis systému na
arovni architektury. Tyto jazyky maji zpravidla prostfedky pro popis struktury i chovani.
Poskytuji uzivateli fadu tdajovych typu, pripadné preddeklarovanych strukturnich prvk,
které usnadnuji vytvareni model. Prostfedky k popisu chovani jsou ¢asto orientovany na
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procesy. Tyto jazyky mivaji zabudovany specializované prostfedky pro hodnoceni vykon-
nosti.

Vysledkem systémového navrhu v nasem piikladé by byla architektura pocitace. Pokud
se omezime na navrh technickych prostfedkt, byly by stanoveny zékladni podsystémy, jejich
chovani a vazby mezi nimi. Déle by jiz mohl probihat logicky ndvrh podsystému samostatné,
muselo by byt pouze zajisténo pozadované chovani. V zavislosti na slozitosti podsystému
by mohl navrh zahrnovat nékolik dil¢ich krokid. Napf. navrh procesoru by opét mohl se-
stévat z navrhu jeho architektury, tentokrat specifikované napf. mnozZinou registrii, operaci
arimeticko-logické jednotky, algoritmem ¢innosti fadice apod. Uroveii &islicového systému,
na niz je chovani systému specifikovano predev§im definovanim prenosti mezi registry, se
oznacuje jako droven meziregistrovych prenost. Jde o vyznamnou troven z hlediska navrhu
i simulace, proto byva v klasifikaci Grovni ¢asto uviddéna samostatné. Prestoze je znama
pomérné dlouho, nebyla dosud presné definovana. Budeme ji chapat jako tiroven, na které
jsou zékladnimi prvky predevsim registry a funkéni pfenosy mezi nimi. Registry tvori hlavni
sekvenéni prvky, jako dalsi se uvadéji citace, pole registril, rizné typy paméti apod. Kom-
bina¢ni prvky realizuji funk¢ni transformace pfi prenosech mezi sekvenénimi prvky. Jako
primitivni kombinacéni prvky se uvadéji nejéastéji multiplexory, demultiplexory, kodéry, de-
kodéry, obvody realizujici aritmetické a logické operace apod. Jednim z charakteristickych
rysu urovné meziregistrovych pienosu je rozliSovani fidici a datové informace, resp. signélu.

Pro vyjadfeni funkce prvki a jejich propojeni se na Grovni meziregistrovych pfenost po-
uzivaji nejcastéji rtiznd blokova schémata, vyvojové diagramy a programovaci jazyky. Dale
se zaméfime vyhradné na pouziti programovacich jazyki, protoze maji ve srovnani s ji-
nymi zpusoby popisu fadu vyhod, predevsim slouzi jako simula¢ni jazyky. Zpravidla jde o
problémové orientované programovaci jazyky, oznacované zkratkou RTL (Register Transfer
Languages), které jsou podmnozinou obecnéjsich jazykt pro modelovani technickych pro-
stfedk@t (HDL — Hardware Description Languages). Protoze jde z hlediska modelovani a
simulace o vyznamnou skupinu jazyki, budeme se jimi podrobnéji zabyvat v kap. 8.7.

Vratme se nyni k naSemu prikladu. Po pfipadnych korekcich by ndvrh pokracoval dalsim
zpFestiovanim struktury (napf. névrh fadice jako koneéného automatu), az bychom dostali
strukturu tvorenou prvky, které mame k dispozici. Zde by opét byla vyuzita simulace pro
ovéfrovani navrhu a po nadvrhu diagnostickych testd i k posouzeni jejich kvality.

Na této strukturni Grovni je systém plné definovan popisem struktury, nebot chovani
prvki je pevné dano. Typickym prostfedkem popisu je zde logické nebo funkéni schéma.
Mize byt vyjadieno textové(ve tvaru seznamu prvka a spoju - tzv. netlist) nebo graficky.
Protoze jde o diskrétni systém (zmény signédlu jsou chapény na dané Grovni abstrakce jako
skokové), bylo by mozné pouzit pro simulaci néktery univerzalni simula¢ni jazyk. Popis
schématu by vSak v tomto pripadé mohl byt zna¢né komplikovany, stejné jako popis cho-
vani prvku. Predevsim vSak ¢asova narocnost simulace vyzaduje pouziti specialnich technik.
Proto se vyhradné pouzivaji problémové orientované simulacni jazyky a systémy. Simulace
vyuzivana v etapé logického navrhu se zpravidla oznacuje jako logickd simulace.

Poznamka: V pfipadé, Ze jsou primitivnimi prvky struktury zakladni logické ¢leny (hradla),
hovofi se ¢asto o simulaci na drovni hradel. Simulatory trovné hradel byly bézné dfive, dnes
Dosud jsme predpokladali, Ze navrh probihd metodou shora-doli, tj. postupnym zjem-
novanim struktury a Ze skon¢i na urovni prvki, které mame k dispozici. Ml¢ky jsme pred-
pokladali, Ze jde pfinejmensim o zakladni logické ¢leny. AvSak i jejich ndvrh musel nékdy
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nybrz v urcité fazi navrhu musel tuto abstrakci opustit a pracovat se signaly jako spojitymi,
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tedy i systém chapat jako spojity. V takovém ptipadé hovorime o elektrickém, resp. obvodo-
vém navrhu a také o simulaci na elektrické, resp. obvodové urovni. I zde se pouziva k ovéfeni
navrhu simulace.

Protoze systém chapeme na této tirovni jako spojity, 1ze ho popsat soustavou diferenci-
alnich a transcendentnich rovnic vychézejicich ze zédkladnich zdkont a vztahd pro elektrické
pouzit pro simulaci libovolny univerzalni simulacni systém nebo program pro spojitou si-
mulaci. Nevyhodou tohoto pristupu by vSak byla potieba sestavit ptislusné rovnice tvorici
matematicky model. Je zadouci, aby uzivatel, v tomto pfipadé navrhai, mohl pouzivat pro-
stredky, které jsou mu blizké. Popis obvodu by tedy mél odpovidat tomu, jak jej navrhar
chépe, tj. propojeni aktivnich a pasivnich prvkia. Z tohoto duvodu se vyhradné pouzivaji
jazyky a systémy problémové orientované na simulaci na trovni obvod.

Tyto systémy slouzi obecné k modelovani elektrickych obvodi a zahrnuji modely nejen
jednoduchych prvku jako jsou tranzistory, ale i nap¥. operacnich zesilovacti. Hovori se zpra-
vidla o elektrické, obvodové nebo nékdy také analogové simulaci, aby se zdtraznila zakladni
odlisnost od logické simulace, kterou je chdpani signali jako spojitych (analogovych).

Simula¢ni jazyky v tomto pfipadé poskytuji prostiedky pro popis struktury, pro zada-
vani parametra aktivnich a pasivnich prvkd, definici ¢asovych pribéhi zdroja signali, pro
specifikaci sledovanych signala a forméatu jejich zobrazeni apod. S rozvojem grafickych inter-
ak¢nich zafizeni, pracovnich stanic a osobnich pocitact se dnes vyhradné pouzivé graficky
vstup, jehoz jadrem je editor umoznujici popsat obvod nakreslenim jeho schématu. Zadé-
vani parametri se provadi interakcné, stejné jako fizeni simulace. Také vysledky simulace
se zobrazuji v grafickém tvaru, podobné jak bychom je vidéli na osciloskopu. Bézné lze pro-
vadét prechodovou, stejnosmérnou a frekvencéni analyzu, v nékterych pripadech i toleranéni,
pfipadné citlivostni analyzu. K nejpouzivanéjsim obvodovym simulatoriim na osobnich po-
Citacich a pracovnich stanicich patii simulatory PSpice a Spice.

8.2 Zakladni pojmy a techniky pouZivané pri modelo-
vani

V této kapitole budou vysvétleny nékteré zakladni pojmy a techniky pouzivané pfi logické si-
mulaci. VSimneme si pfedevsim zptsobu popisu obvodu, pouzivanych modela signéla, zpoz-
déni, simula¢nich algoritmi a nékterych technik pouzivanych k implementaci simula¢nich
systémil.

8.2.1 Prostredky pro popis obvodu

V predchozi kapitole jsme vidéli, ze rtizné trovné vyzaduji rizné prostiedky pro vytvareni
modelu systému. Systém muze byt modelovan z hlediska své struktury nebo chovani, totéz
plati pro prvky systému. Obecné proto potfebujeme mit k dispozici prostfedky jak pro po-
pis struktury, tak chovéani. To odpovida pouzivani logickych schémat, blokovych diagrami,
funkénich tabulek, stavovych diagrami automatu apod. Muzeme rozlisit dva zakladni pfi-

stupy:

a) Jazyk ma pouze prostiedky pro popis struktury UZivatel ma k dispozici uréitou
mnozinu prvkia s definovanym chovanim. Nejcastéji jde o zakladni logické ¢leny nebo
konkrétni integrované obvody. Modely téchto obvodt jsou zabudovany v simuldtoru
a uzivatel je nema moznost ménit. Casto lze vSak parametrizovat hodnoty nékterych
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atributt (pocet vstupi, zpozdéni apod.), coz umoziiuje pfizptisobeni konkrétnim po-
tfebam.

Moderni logické simulatory, implementované na pracovnich stanicich nebo osobnich
pocitacich, pouzivaji bézné ke tvorbé strukturniho modelu grafické editory pro kres-
leni schémat. Modely prvki jsou pfimo soucasti simulatoru a chce-li uzivatel pouzit
néjaky jiny prvek, musi vytvorit jeho strukturni model pouzitim prvkd primitivnich.
U starsich simulatort s textovym vstupem k tomuto tucelu slouzily zpravidla makro-
definice. Princip spocival v tom, Ze urcitou strukturu prvka bylo mozné oznacit jako
novy typ prvku a tak s nim také pracovat. Naptiklad uzivatel definuje novy prvek typu
RS jako propojeni dvou logickych ¢leni NAND. Registr vytvotfeny z téchto klopnjych
obvodl potom jiz nepopisujeme jako propojeni prvki NAND, nybrZz jako propojeni
prvku typu klopny obvod RS. Jde vlastné o hierarchii struktur.

Moderni simulatory s grafickym vstupem pouZzivaji zpravidla organizované knihovny
prvki, z nichz si simulator potfebné vybira. Pro tvorbu modelt byva k dispozici néjaky
zpravidla velice jednoduchy jazyk. ProtoZe tvorba novych modelid je v tomto pfipadé
pomérné pracnd, byvaji rozsahlé knihovny prvka primo soucasti dodavky simula¢niho,
resp. navrhového systému. Tato koncepce je pouzita i u systému OrCAD/VST.

~evs

b) Jazyk ma prostfedky pro popis struktury i chovani Tento zpiisob je pruznéjsi, ne-
bot neni vdzdn na pouzivani néjaké omezené mnoziny prvki, jejichz chovani umime
simulovat. Tuto mnoZinu si vlastné vytvaii uzivatel sam (nebo jiz mé k dispozici jeji
zéklad ve formé knihovny) pouzitim prostfedkt pro popis chovani. Uvazujme néjaky
prvek (obecné systém), jehoZ model vytvafime. Pokud poskytuje jazyk, ktery méme
k dispozici, prostfedky pro popis chovani i struktury, zalezi na nasi znalosti struktury
systému, jaky model vytvorime. Casto jazyk p¥ipousti v rdmci jednoho modelu pouzit
bud pouze prostiedky pro popis struktury a vytvorit tak ¢isté strukturni model nebo
naopak vytvorit ¢isty model chovani, ve kterém abstrahujeme od konkrétni struktury.
Piikladem jazyka tohoto typu je jazyk SFDL [6].

Protoze v procesu navrhu navrhar postupné zpresnuje strukturni informaci, je zadouci,
aby bylo mozné prostiedky pro popis struktury a chovani smésovat. Tento zptusob popisu
se oznacuje jako architektonicky (architectural description). Je bézny u klasickych jazyka
meziregistrovych pfenosti, jak uvidime v kap. 8.7. Explicitné se u nich deklaruji né€které
prvky modelované struktury, predevsim registry, jiné jsou skryty v operacich transformaci
pri pfenosech mezi registry. Celkové chovani je potom také urceno zpusobem vyhodnocovani
prikaza.

Pozadavek libovolného kombinovani popist struktury a chovani byl uplatnén i pfi navrhu
jazyka VHDL (viz kap. 8.8).

8.2.2 Model signalu

Logicka simulace predpokladé, ze se hodnoty signalti méni diskrétné. Pouzity model signalu
je urcen oborem simula¢nich hodnot. Simulacni hodnotou rozumime reprezentaci hodnoty
(stavu) signalu. Pfi modelovani se zde mtize uplatnit riizny stupen abstrakce.
Nejjednodussim pripadem s nejvyssi abstrakei je pouziti pouze dvou hodnot reprezentujicich

stav logické nuly a logicke jednicky. Nejcastéji se oznacuji 0 a 1. Dvouhodnotovych modeli se
v modernich simuldtorech pouziva mélo, protoze maji nékteré vazné nedostatky. Pfedevsim
je to problém inicializace simulovaného systému. Problém spoc¢iva v tom, Ze i kdyz se signaly
v modelovaném obvodé po pfipojeni napajeciho napéti dostanou do stavu logické nuly nebo
jednicky, nelze predem fici, do kterého. PFi navrhu je potieba tuto skutecnost respektovat
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a zajistit uvedeni do jednoznac¢né definovaného stavu. Pokud pouzivime dvouhodnotovy
simulator, musime na zacatku simulace definovat hodnoty vsech signali, resp. vyuzit im-
plicitniho nastaveni. To ndm prakticky neumoznuje odhalit chyby navrhu souvisejici s ne-
osetfenim nedefinovaného stavu. Druhym nedostatkem je obtiZznost modelovani nékterych
hazardnich stavi, kdy opét nejsme schopni jednozna¢né urc¢it hodnotu signalu. Naopak vy-
hodou dvouhodnotovych simulatort je jednoduchost, nizka rezie a vysoka rychlost. Proto se
nékdy pouzivaji tam, kde uvedené nedostatky prili§ nevadi, napt. v nékterych pfipadech pfi
simulaci poruch.

Vzhledem k nedostatkiim dvouhodnotovych simulatord se v praxi ¢asto zavadi simula¢ni
hodnota reprezentujici neurdeny (nedefinovany) stav. Nejéastéji se oznacuje X nebo U a in-
terpretuje se jako nezndmy, ale stabilni stav (0 nebo 1). Tim lze odstranit prvy vyse uvedeny
nedostatek. Pro odstranéni druhého se nékdy interpretuje hodnota X obecnéji jako neznamy
stav, ktery mtze byt nestabilni. S trihodnotovou simulact se mizeme setkat u jednoduchych
logickych simulatori, pfi simulaci na irovni meziregistrovych pfenosi a pfi simulaci poruch.

Vzhledem ke skutec¢nosti, ze fada technologii umoznuje uvést nékteré své vystupy do
stavu vysoké impedance, pouziva fada simulatortt hodnotu oznacovanou nejcastéji Z praveé
k reprezentaci tohoto stavu.

P1i vyssich narocich na presnost simulace se zavadéji dalsi simula¢ni hodnoty. Mezi nej-
uzivanéjsi patfi hodnoty reprezentujici prechod z logické nuly do jednicky (zpravidla R —
Rise) a naopak (F — Fall). Tyto hodnoty mohou byt interpretovany jako skutecnd doba
nabéhu, resp. dobéhu signalu, ¢astéji vSak vymezuji oblast, ve které k pfechodu dochézi, ale
z néjakého divodu, napt. rozplylu zpozdéni, nelze okamzik prechodu urcit presné.

Moderni logické simulatory casto také umoznuji modelovat rtizné budici schopnosti sig-
nald, jinymi slovy, Ze rizné signaly maji riznou ”silu”, a pokud se v néjakém misté obvodu
setkdvaji (montazni funkce, sbérnice), je vysledny signdl uréen hodnotou signdlu ”nejsil-
néjsiho”. Typickym pripadem jsou MOS obvody. Uvazujme jednoduchy piiklad invertoru v
techologii NMOS (obr. ?77?). Je-li na vstupu I logickd nula, je tranzistor 7T} uzavien a na
vystupu bude hodnota logické jednicky. Jeji ”sila” je dana odporem tranzistoru 75. Proto
je zadouci, aby odpor tranzistoru T byl co nejmensi, aby se zatézovaci kapacita, ktera
ovliviiuje dynamické vlastnosti invertoru, co nejdfive nabila. Uvazujme druhy stav. Je-li na
vstupu I logickéd jednicka, bude tranzistor 77 otevien, zatézovaci kapacita se se pres néj
vybije a hodnota na vystupu O bude urcena napétim na odporovém déli¢i tvofeném tranzis-
tory 71 a Ts. Protoze na vystupu invertoru méa byt logicka nula, musi byt odpor tranzistoru
T1 nékolikanasobné mensi, nez tranzistoru 7T5. Protoze tento odpor urcuje ”silu” signalu,
bude logickd nula na vystupu O ”silnéjsi” nez logicka jednicka a pokud by mély dva takové
invertory, jeden s vystupem v jedni¢ce a druhy v nule, vystupy spojeny, byl by vysledny
signal roven nule.

Proto tyto logické simulatory zavadéji jako atribut modelu signalu silu signdlu. Napf. si-
muldtor OrCAD/VST, se kterym se podrobnéji sezndmime v kap. 8.5 miZeme charakterizovat
jako t¥ihodnotovy {0,1, X'} rozliSujici étyfi trovné sily signilu (stav vysoké impedance je
zde vyjadien Grovni sily signélu, nikoliv simula¢ni hodnotou).

Dosud uvedené simula¢ni hodnoty patii k nejpouzivanéjsim. Nékdy se mtzeme setkat
u simuldtord pouzivanych pro velmi pfesnou simulaci, pfedevsim s ohledem na detekci riz-
nych hazardnich stavi, s dal$imi simula¢nimi hodnotami napf. pro reprezentaci statickych
nebo dynamickijch hazardi.

Zavérem je tieba zduraznit, ze s riistem poctu simula¢nich hodnot roste presnost simu-
lace, zpravidla vSak za cenu slozitéjsitho simulatoru, poklesu rychlosti simulace a vyssich
narokti na pamét. Pomérné jednoduchd je situace u simulatorii se zabudovanymi modely
arovné zékladnich logickych ¢lenti, nebot 1ze snadno definovat zdkladni logické operace nejen
pro hodnoty 0 a 1. Slozitéjsi je vSak situace pfi modelovani na vyssi trovni abstrakce. Uva-
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zZujme Ctyrbitovou séitacku se vstupy A a B, vstupem pienosu CI a vystupem souctu S
a prenosu CO. Predpokladejme, ze mame k dispozici simuldtor poskytujici prostfedky pro
popis chovani (véetné operace aritmetického souétu). V pifipadé dvouhodnotové simulace
je situace jednoducha. Rozsifenim oboru simula¢nich hodnot o hodnotu X by mél simulé-
tor zajistit spravné Sifeni této hodnoty na vystup prvku, tj. je-li napf. hodnota nékterého
bitu vstupu B nedefinovana nastavit na vystupech S a C'O hodnotu X pouze tam, kde ji
skutecné nelze jednoznacné urcit. Zpusob, jak by to bylo mozné provést, ponechdavame na
Ctenafi. Zde pouze uvedeme, ze vyhodnoceni je v takovych pfipadech obecné znac¢né casoveé
narocné, a proto se Casto zavadéji urcitd zjednoduseni. V nasem pfikladé bychom nastavili
hodnoty vSech bitt S i vystupu CO na X.

8.2.3 Modely zpozdéni

Otézka zpozdéni tzce souvisi s otdzkou oboru simula¢nich hodnot. Tak, jak vyjadiuje obor
simula¢nich hodnot jisty stupen abstrakce tvaru signédlu, rizné zpozdéni vyjadiuji raznou
abstrakci chovani systému v ¢ase. Podobné, jako v pripadé volby oboru simula¢nich hodnot,
je i zde nutno vyjit z oblasti pouziti simulatoru, predevsim mé-li simuldtor slouzit i pro
ovéfeni ¢asového chovani systému, tj. k odhaleni pfipadnych chyb v ¢asovani.

Nejvyssim stupném abstrakce je nulove zpozZdéni. Tento model zpozdéni je vhodny pouze
v pfipadech, kdy simuléator slouzi k ovéfeni funkéni spravnosti bez ohledu na ¢asovani nebo
pti modelovani synchronnich systémt, kdy mohou probihat ¢innosti pouze v pevnych, ekvi-
distantnich okamzicich.

Nékteré simuldtory pracuji s jednotkovym zpoZdénim. Pfedpokladaji, Ze zpozdéni kazdé
operace trva jednu ¢asovou jednotku. U téchto simulatorii lze sice odhalit nékteré hazardni
stavy, pouzivaji se vSak spiSe pfi modelovani na vysSich trovnich (nap¥. meziregistrovych
prenosil), pfipadné pfi simulaci poruch, jak uvidime pozdéji. P¥i nulovém a jednotkovém
zpozdéni staci pro modelovani dvou- nebo tfihodnotova simulace.

M3-1i byt simuldtor pouzitelny i pro analyzu ¢asového chovani systému, pouziva se pies-
néjsich modeld zpozdéni. Castym piipadem je pouziti priraditelného zpozdéni, kdy lze pfifa-
dit kazdé operaci, resp. prvku zpozdéni. Zpravidla se navic rozlisuji rizné hodnoty zpozdéni
pro prechod z nuly do jednicky a naopak. V pfipadé, ze jde o simulator se zabudovanymi
modely, je zpozdéni jiz pfimo souéasti modelu (jde-li nap¥. o modely konkrétnich integrova-
nych obvodi), ¢astéji vSak lze modely prvki parametrizovat hodnotou zpozdéni. P¥ifazeni
zpozdéni operacim je typické pro modelovani na vyssi irovni abstrakce pfi popisu chovani,
jak uvidime u jazyka VHDL v kap. 8.8.

Pouziti prifaditelného zpozdéni umoznuje modelovat jevy, které se v redlnych obvodech
vyskytuji, ale pfi modelovani s jednotkovym zpozdénim se neprojevi. Typickym pifikladem je
filtrace izkych impulst na vstupech vlivem setrva¢ného zpozdéni, které se projevuje riznou
hodnotou zpozdéni pro pfechod z nuly do jednicky a naopak.

Vyhodou ptifaditelného zpozdéni ve srovnani s jednotkovym je, Ze nevyzaduje zvyseni
poctu simula¢nich hodnot. Za zvysSeni presnosti simulace se plati nutnosti pouziti néjaké
struktury pro praci s modelovym ¢asem (viz kap. 8.2.5).

Nejpresnéjsi modely jsou obvykle chakterizovany rozsahem zpozdéni, tj. jeho minimalni
a maximalni hodnotou. V tomto ptipadé hovoiime o presném zpoZdéni. Z daného intervalu je
mozné ndhodné generovat hodnotu zpozdéni a pracovat s ni jako s priraditelnym zpozdénim.
Castéji se vSak tento rozsah interpretuje jako interval, v jehoz nékterém okamziku dochazi
k pfechodu z jedné logické hodnoty na druhou, ale nevime presné, ve kterém. Je zfejmé,
ze zde jiz nevystaCime s tfihodnotovou simulaci, nybrz je nutné rozsitit obor simulacnich
hodnot o hodnoty, které jsme si v pfedchozi kapitole oznacili R a F'.
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Pokud vytvafime strukturni model systému, vznikd otazka modelovani zpoZdéni na spo-
jich. Bud se zanedbava nebo jej simuldtor umozinuje modelovat jako obycejné dopravni
zpozdéni, charakterizované jedinou hodnotou. Uréitym problémem je, ze dostatecné infor-
mace o zpozdéni na spojich jsou k dispozici az po ukonceni fyzického navrhu. To je typické
predevsim pro navrh integrovanych obvoda vysokych hustot, kde zpozdéni na spojich muze
i pfevysovat zpozdéni samotnych prvkia. Proto simuldtory, které jsou soucasti profesional-
nich navrhovych systémii pro navrh integrovanych obvod, umoziuji odsimulovat navrzeny
obvod po ukonceném logickém néavrhu se zanedbanim zpozdéni na spojich nebo se zpozdé-
nim, odhadnutym z navrhafem provedeného predbézného rozmisténi prvkl na plose ¢ipu a
dalsi simulaci provést az po definitivnim ndvrhu rozmisténi a propojeni prvki s jiz pfesnym
zpozdénim na spojich, vypocitanym ze skute¢ného tvaru spoji (tzv. postlayout simulation).

O pouzitém modelu zpozdéni plati obecné totéz co o oboru simula¢nich hodnot. Cim
Proto lze v nékterych simulac¢nich systémech volit jeden z nékolika riiznych rezimi, lisicich
se poctem simula¢nich hodnot a modelem zpozdéni. Typickym pfikladem je rezim simulace
poruch, kdy se z ¢asovych duvodu pouzivaji jednodussi modely signala i zpozdéni.

Soucasti ovéreni spravnosti navrhu je i kontrola ¢asovani, kterd ma zjistit dodrzeni po-
tfebnych casovych relaci v systému. Nejcastéji se kontroluje dodrzeni predepsanych dob
predstihu, pfesahu, minimalni $itky impulsu apod. Pfi navrhu plné synchronnich systémii
se pouzivaji pro tyto ucely specializované prostiedky, bézné se vSak pouziva i simulace. V
takovém pripadé je nutné pouzit simuldtor pracujici s dostatecné presnym modelem zpoz-
déni, navic jsou obvykle k dispozici prostifedky pro hlidani predepsanych relaci; v pfipadé
zabudovanych modela jsou kontroly soucasti vyhodnoceni modelu prvku, lze-li popisovat i
chovani prvki, musi byt k dispozici ptikazy pro tyto kontroly.

8.2.4 Simulac¢ni algoritmus

vvvvv

dva zakladni algoritmy:
e Fizeni udalostmi (event-driven),
e uspofddéni po urovnich (levelized scheduling)

Uvazujme velmi jednoduchy piiklad obvodu podle obr. ??a). Pfedpoklddejme hodnoty na
vstupech A =1, B=1,C =1, které se v ¢ase 0 zménina A =1, B=0, C =1, tj. hleddame
odezvu na vstupni vektor 101. Zpozdéni na spojich zanedbame.

Pii 7izeni uddlostmi je poradi vyhodnocovani prvka uréeno ¢asovou posloupnosti uda-
losti, pricemz udélosti pro nas bude zména hodnoty signalu. Realizace udalosti bude spoci-
vat ve vyhodnoceni prvku, ke kterému je dany signédl veden. Nésledkem vyhodnoceni miize
vzniknout nova udalost pro signal na vystupu prvku.

Pro odezvu na vstupni vektor bychom mohli algoritmus fizeni udalostmi vyjadrit takto:

Algoritmus 8.1 - Rizeni udalostmi

naplanuj uddlosti pro novy vstupni vektor;
while je planovéna néjaka udalost do
begin
for each planovanou udalost do
begin vezmi udalost;
aktualizuj hodnotu signélu;
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zapamatuj prvky, ke kterym signdl vede;
end;
for each zapamatovany prvek do
begin vyhodnot prvek;
if méni se hodnoty na jeho vystupech then planuj udalosti;
end
end

Uvedeny algoritmus se nékdy oznacuje jako dvoufdzovy, nebot sestava ze dvou zaklad-
nich krokd. V prvém se aktualizuji hodnoty signdlti a zapamatuji prvky pro vyhodnoceni,
ve druhém probiha vlastni vyhodnoceni prvkia a pfipadné planovani udalosti pro jejich vy-
stupy. Vyhodnoceni prvki je odlozeno proto, aby vzdy probéhlo s aktualnimi hodnotami
na vstupech. Za urcitych okolnosti lze pouzit i tzv. jednofdzovy algoritmus, kdy je prvek
vyhodnocen hned.

Simulace naseho ptikladu fizend udélostmi je shrnuta v tab. 8.1, Casové pribéhy signala
jsou na obr. 77b).

Tabulka 8.1: Rizeni udalostmi v piikladu z obr. ?7

Cas 0 | a | t [ts]

Zména signalu B S1,83 | S2,F | F
Vyhodnocované prvky | H1, H3 | H2, H4 H4 -
Planovani udalosti S1, S3 S2, F F -
Hodnota na vystupu F 1 1 0 1

Vsimnéme si dvou vyznamnych rysi algoritmu fizeni udédlostmi:

e V pribéhu simulace jsou vyhodnocovany pouze aktivni prvky, tj. ty, které jsou bez-
prostfedné ovlivnény zménami signalid. Tato technika se nazyva selektivni sledovant
(selective trace).

e V zavislosti na pouzitém modelu zpozdéni poskytuje simulace i informaci o ¢asovém
chovani. V naSem ptikladé zjistime piitomnost nulového impulsu na vystupu F.

Tyto dva rysy patii mezi hlavni vyhody algoritmu fizeni udélostmi a spolu s obecnosti
algoritmu pfispély k jeho zna¢nému rozsireni. Algoritmus ma vsak i nékteré nevyhody, které
snizuji jeho efektivnost. Pfedevsim vyzaduje implementovat néjakou datovou strukturu pro
praci s modelovym ¢asem (bliZe si této problematiky vSimneme v kap. 8.2.5), coz piedevsim
pfi simulaci na trovni hradel vyrazné zvysuje Casové naroky. Dalsi nevyhodou je, ze pri
zjistovani odezvy na vstupni vektor mohou byt nékteré prvky vyhodnocovany nékolikrat
(H4 v nasem piikladé), coz sice mize poskytnout informace o ¢asovém chovani, ale to nés
napf. u slozitych synchronnich obvodéi nemusi zajimat, nebot pouzivdme simulaci pouze
pro ovéfeni funkéni spravnosti a k verifikaci ¢asovani, kterd odhali pfipadné hazardy, se
pouzivaji jiné prostfedky. V takovém piipadé vystac¢ime s nulovym zpozdénim a zajiméa néas
pouze vyslednd hodnota na vystupech.

Algoritmus s uspordaddnim po urovnich bychom mohli charakterizovat témito tfemi rysy:

e vyzaduje usporadani prvki po logickych trovnich,

e vyhodnocuje vzdy vSechny prvky bez ohledu na jejich aktivitu
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e nepouziva zadnou datovou strukturu pro praci s modelovym casem.

Pouziti algoritmu pro nas piiklad je uvedeno v tab. 8.2.

Tabulka 8.2: Reseni piikladu z obr. ?? uspofddanim po trovnich

Hodnoty signalt
Vyhodnocované prvky | A | B | C | S1 | S2 | S3 | F
Pocatecni stav 111(1]0 1 0|1
Vstupni vektor 1101
Uroveri 1 H1,H3 1 1
Uroven 2 H2 0
Uroveii 3 H4 1

Skutecnost, ze algoritmus predpokladd moznost usporadani prvkd ve sméru toku sig-
nalu, tj. od vstupl k vystuptim, predstavuje vazné omezeni pouzitelnosti. Tuto podminku
splnuji pouze obvody bez zpétnych vazeb. Pokud chceme pouzit algoritmus pro obvod se
zpétnymi vazbami, je nutné vyhodnocovat prvky ve zpétnovazebnich smyckach opakované,
az do dosazeni ustaleného stavu.

Uspotadani prvkt po urovnich vcetné, detekce Casti se zpétnymi vazbami, se provadi
v ramci zpracovani zdrojového tvaru modelu. Jde o problematiku obdobnou sefazovani bez-
pamétovych blokt, jak jsme ji poznali v kap.3.5.

Na rozdil od fizeni udédlostmi se u tohoto algoritmu pfi zjistovani odezvy na n&jaky
vstupni vektor vyhodnocuji jedenkrat vsechny prvky bez ohledu na jejich aktivitu s vyjimkou
prvkia ve zpétnovazebnich smyckach, které jsou v ramci iteraci vyhodnocovany vicekrat.
Tim sice klesé efektivnost algoritmu, ale na druhé strané diky nulovému zpozdéni, které
algoritmus pouziva, nevyzaduje ¢asové narocnou praci s modelovym casem.

Nyni se podivame na techniky implementace vySe uvedenych algoritmui. Zdrojovy tvar
modelu je zpracovan prekladacem, ktery provadi potfebnou analyzu. Generuje cilovy koéd,
ktery budeme nazyvat preloZenym modelem. Existuji dva zakladni tvary prelozenych modelt:

e tabulkovy model,
e kompilovany model.

V prvém piipadé se hovoii o simulaci Fizené tabulkamsi (table-driven), p¥ipadné interpre-
tacni (interpretive), ve druhém o simulaci Fizené kompilatorem (compiler-driven) nebo také
kompilované simulaci (compiled simulation).

Princip tabulkového modelu spoc¢iva v tom, Ze preklada¢ generuje idajové struktury (ta-
bulky), obsahujici informace o prvcich a jejich propojeni. Tyto informace jsou v pritb&hu
simulace interpretovany ridicim programem, ktery realizuje vlastni simula¢ni algoritmus.
Jde vyhradné o fizeni udéalostmi. Simula¢ni systémy vyuzivajici tabulkovych modela proto
zahrnuji kromé prekladace ¥idici program, ktery se Casto oznacuje jako simuldtor (ve sku-
te¢nosti nemusi jit o samostatné programy). Simuldtor kromé udaji tabulkového modelu
zpravidla interpretuje i ptrikazy néjakého jazyka, kterym se popisuje simula¢ni experiment
(prubéhy signdld na vstupech, sledované signély atd.). Podrobnéji se budeme simulaci fize-
nou tabulkami zabyvat jesté v kap. 8.2.5.

Podstata kompilovangch modeli je odlisna. Preklada¢ v tomto pfipadé generuje provedi-
telny kod, tedy spustitelny program, ktery sam realizuje simulac¢ni algoritmus. Kompilované
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modely nejcastéji implementuji algoritmus usporadani po trovnich, ale existuji i kompilo-
vané modely, implementujici fizeni udalostmi.

Uvazujme opét nas priklad z obr. 7?7 a pfedpokladejme, ze prekladac¢ generuje pascalovsky
program. Mohl by mit tvar:

program CIRCUIT(input, output);

type SIMVAL = (ZERO, ONE, UNDEFINED);
var A, B, C, F, S1, S2, S3;

function INVERT(I: SIMVAL): SIMVAL;

begin ... end;
function NAND2(I1, I2: SIMVAL): SIMVAL;

begin ... end;

{ té&lo programu}
begin
{ inicializace}

S1 := INVERT(B); { 1. aroven}

S3 := NAND2(B, C);

S3 := NAND2(A, S1);
:= NAND2(S3, S2);

2. droveii}
3. droveii}

B
I

end.

V programu predpokladéame tiithodnotovou simulaci. V téle programu by po inicializaci,
ktera nastavi hodnoty vSech signalt na UNDEFINED, mohl byt naprogramovan cyklus,
v jehoz téle se pfecte ze souboru vstupni vektor, volanim funkci modelujicich prvky se
vypocitaji nové hodnoty signalti a ty se zase ulozi do souboru. Je zfejmé, ze v souladu s
algoritmem usporadéani po drovnich se vzdy vyhodnocuji vSechny prvky.

Prvky simulovaného obvodu nemusi byt jenom zakladni logické ¢leny. Navic zde muze
kompilator zafazovat iteracni vypocty pro ¢asti se zpétnymi vazbami. Uvazujme, ze kom-
pilator detekoval v obvodu zpétnovazebni smycku tvorenou prvky H; a Hs podle obr. ?7.
Mohl by pro tuto ¢ast obvodu v daném misté programu vygenerovat ptikaz cyklu:

I:=0;
repeat
I =1+ 1;
POM:= QN;
Q := NAND2(SN, QN);
QN := NAND2(RN, Q)

until ((QN = POM) or (I = MAXITER));
if (I = MAXITER) then Error;

Iterace jsou ukonceny pii dosazeni ustéleného stavu nebo pfekroc¢enim maximélniho povo-
leného poctu iteraci. Druhy piipad se povazuje za chybu, pifipadné by bylo mozné nastavit
Q@ a QN na UNDEFINED.

Vétsina logickych simulatort, se kterymi se v praxi mizeme setkat, vyuziva tabulkovych
modelti a Fizeni udalostmi. Rostouci naroky na vykonnost simula¢nich systémid a zmény
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v metodologii navrhu vSak vedou i k vyuzivani kompilované simulace v navrhovych systé-
mech. Umoznuje to skutec¢nost, ze v soucasné dobé jsou slozité ¢islicové systémy, predevsim
s ohledem na snadnou testovatelnost, prenositelnost mezi technologiemi a vyuziti zfeté-
zeného zpracovéani, navrhovany jako synchronni. Uvazujme strukturované navrzeny obvod
podle obr. 7?7, kde KL1, KL2, KL3 znaci kombinac¢ni logiku a PAM1I, resp. PAM2 pamé-
tové prvky. Protoze u synchronniho navrhu nejsou podstatné prechodné stavy na vystupech
kombinacni logiky, nybrz az hodnoty platné v okamziku synchronizace, lze za predpokladu
usporadani synchronizacnich signalti v ¢ase snadno vytvorit kompilovany model, protoze v
obvodu neexistuji zpétné vazby, kde by ve smycce nebyl alespoii jeden pamétovy prvek. V
nasem pifipadé by se pii aktivnich hodindch h; vyhodnocovaly prvky KL1 (uspofadané po
arovnich) a pamétové prvky PAMI, pfi hodindch hs by se vyhodnocovaly postupné prvky
KL2 PAM2 a KLS.

Kompilovana simulace pouzivana pro synchronni navrhy se také oznacuje jako synchronni
stmulace. Dosahuje se u ni rychlosti alesponn o rad vyssi, nez u srovnatelného tabulkového
simulétoru. Pouzitim kompilovaného modelu sice neodhalime pripadné problémy v casovani,
ale pro tyto ucely existuji specializované prostfedky pro verifikaci ¢asovani.

8.2.5 Simulatory rizené tabulkami

V predchozi kapitole jsme se seznamili s podstatou tabulkovych modeld. Nyni se podrobnéji
podivame na informace uchovavané v tabulkach modelu a jejich interpretaci pfi fizeni uda-
lostmi. Pro jednoduchost se omezime na pfipad simulatoru irovné hradel se zabudovanymi
modely jednoduchych logickych ¢lentl s jednim vystupem, které lze parametrizovat poctem
vstupt a hodnotou zpozdéni. Zpozdéni na spojich predpokladdme nulové.

Vstupem by mohlo byt logické schéma, na jehoz zakladé prekladac¢ vytvori tabulkovy
model. Budeme predpokladat, ze obsahuje t¥i typy tabulek:

e TP - tabulka prvki. Obsahuje fadek (zdznam) pro kazdy prvek schématu, pro kazdy
primarni vstup a vystup. Byly by zde informace o typu prvku, zpozdéni, po¢tu vstup1,
poctu spoju vedoucich z vystupu a ukazatele na tabulku vstupt a vystupniho vétveni
prislusejici danému prvku. Déle by zde bylo misto pro uloZeni hodnoty na vystupu,
pfipadné dalsi informace vyuzivané pii simulaci.

e TV - tabulka vstupt. Obsahuje pro kazdy vstup kazdého prvku ukazatel do tabulky
prvkd na fadek piislusejici prvku, ktery je k danému vstupu pfipojen. Radky pro
vstupy téhoz prvku po sobé bezprostiedné nasleduji a miZeme je chapat jako dil¢i
tabulky vstupt jednotlivych prvki. Tabulka vstupt bude slouzit pfi simulaci ke zpti-
stupnéni hodnot na vstupech prvku pfi jeho vyhodnocovani.

e TVV - tabulka vystupniho vétveni. Obsahuje informaci o propojeni prvkd, ktera je
obvodu fadek s ukazatelem na prvek, ke kterému spoj vede (ve smyslu Sifeni signélu).
Opét po sobé bezprostiedné nasleduji fadky pro spoje vedouci z vystupu téhoz prvku,
resp. téhoz primarniho vstupu a tvori tak dil¢i tabulku vystupniho vétveni.

Vazba mezi tabulkami je naznadena na obr. ??7. Na obr. ??a) je néjaky prvek P se
dvéma vstupy a tfemi spoji vedoucimi z vystupu. Pfislusely by mu tabulky podle obr. 77b).
Ukazatele v TV, resp. TVV by ukazovaly do tabulky prvki na radky pro prvky, které jsou
pripojeny ke vstuptim, resp. vystupu prvku P.

Jako konkrétni priklad si ukdzeme tvar tabulek pro obvod z obr. 77. Tabulky jsou uvedeny
na obr. ??. Radky tabulek, na které je nékde odkaz, jsou oznaceny symbolickou adresou

175



zacinajici znakem @. VSechny informace jsou statické, tj. v pribéhu simulace se neméni, s
vyjimkou hodnoty na vystupech prvka. Je vidét, ze zpétné vazby nezptisobuji u tabulkového
modelu Zadné komplikace. Nyni se podivejme, jak jsou informace v tabulkiach vyuZivany pfi
simulaci. Jiz jsme uvedli, Ze se vyhradné vyuziva Fizeni udalostmi. S pouzitim algoritmu 8.1
mizeme zapsat algoritmus simulatoru fizeného tabulkami ve tvaru:

Algoritmus 8.2 - Simulace Fizena tabulkami

naplénuj udalosti pro fizeni simulace;
repeat
nastav novou hodnotu modelového Casu;
for each planovanou udalost do
begin vezmi udédlost;
if jde o uddlost fizeni simulace then proved odpovidajici akci
else
begin aktualizuj hodnotu primarniho vstupu, resp. vystupu prvku v TP;
for each radek v TVV tohoto primdrniho vstupu, resp. prvku do
do zéasobniku prvkd uloZ hodnotu ukazatele z TVV;
end
end;
for each ukazatel v zasobniku prvkd do
begin pouzitim informace v TP vyhodnot prvek~a"urc¢i~hodnotu™na jeho~vi{stupu;
if méni se hodnota na vystupu then planuj udadlost pro vystup;
end
until neni planovéna Zadna udalost;

V algoritmu 8.2 pouzivame pro zapamatovani prvki, které se maji vyhodnotit, zasob-
nik prvka. V predchozi kapitole jsme uvedli, Ze simuldtor nejen interpretuje informace v
tabulkach modelu, ale i prikazy néjakého jazyka pro Fizeni simulace, ktery definuje casové
prubéhy signalti na primarnich vstupech, signaly, jejichz hodnoty chceme sledovat, ukon-
¢eni simulace apod. Tuto skutecnost jsme zohlednili v algoritmu pfedpokladem existence
néjakych specidlnich udalosti pro fidici akce.

V nasich tvahach jsme se omezili na velmi jednoduchy tabulkovy simuldtor. Zruseni né-
kterych nasich omezeni by predstavovalo modifikaci zavedenych tabulek, pfipadné zavedeni
dalsich. Pokud by slo o simulator, jehoz vstupni jazyk poskytuje nejen prostiedky pro popis
struktury, jak jsme predpokladali, ale i prostfedky pro popis chovani prvki, bylo by nutné
tyto informace v néjakém tvaru do tabulkového modelu také umistit. Tyto itvahy nechavame
Ctenéfi ke cviceni.

Jiz v predchozi kapitole jsme uvedli, ze algoritmus fizeni udélostmi vyzaduje pouziti
udajové struktury pro praci s modelovym ¢asem. Existuji dvé zakladni techniky préace s mo-
delovym Casem:

e technika s pevnym krokem casu,
e techika Tizeni piisti udalosti

Technika s pevngm krokem casu predpoklada rovnomérné déleni ¢asové osy na intervaly
vymezujici okamziky, v nichz mutze nastat néjaké udalost. Intervaly maji délku zvanou ca-
sovy krok. Posun modelového ¢asu znamend zvysSeni okamzité hodnoty vzdy o ¢asovy krok.
Rizeni pristi uddlosti pfedpoklada moznost vyskytu udalosti v libovolném casovém oka-
mziku. Déleni ¢asové osy neni pevné a nova hodnota pfi posunu modelového ¢asu je urcena
okamzikem pfisti planované udalosti.
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Implementace obou technik vyzaduje idajovou strukturu se zakladnimi operacemi —
posun modelového ¢asu, vybér udalosti a naplanovani udalosti.

Implementace techniky s pevnym krokem zavisi na pouzivaném modelu zpozdéni. Pro
nulové a jednotkové zpozdéni lze pouzit dva zasobniky udélosti: zadsobnik soucasné aktivity
pro soucasny Cas a budouci aktivity pro pristi ¢asovy okamzik. Vybér udalosti znamena
vyjmuti zdznamu o udalosti, planovani udalosti, umisténi zaznamu o udalosti do zasobniku
zpozdéni se nejcastéji pouziva cyklické pole nazyvané casovd mapa. Prvek pole odpovida
jednomu casovému okamziku a obsahuje ukazatel na zfetézeny seznam zaznamt o udalostech,
planovanych na tento okamzik. Zakladnim problémem techniky s pevnym krokem casu je
urceni velikosti ¢asového kroku a délky ¢asové mapy s ohledem na zpozdéni prvka v obvodu.
Naopak vyhodou je jednoduchost a tim i mald ¢asovd naro¢nost pozadovanych operaci.

Udajovou strukturou pro implementaci fizeni p¥isti udalosti je struktura zvana kalenddr
uddlosti nebo seznam uddlosti. Nejcastéji jde o seznam vzestupné uspoirddany podle plano-
vaného ¢asu vyskytu udalosti. Jeho viyhodou je obecnost (nejsou zde problémy jako u ¢asové
mapy), nevyhodou slozitost a tedy i ¢asova narofnost pozadovanych operaci.

Pti logické simulaci se mizeme setkat i se smisenou technikou, kterd vznika kombinaci
obou ptredchozich. Podstata spociva v tom, ze se postupuje vzdy s pevnym casovym kro-
kem, avsak pro udalosti, jejichz okamzik vyskytu je relativné vzdaleny, se vytvari kalendar
udalosti. Implementace této techniky vyzaduje jak casovou mapu, tak kalendaf udélosti,
slouzici jako ”pretokova oblast” pro udélosti planované na okamzik, ktery padne mimo ca-
sovou mapu. Udalosti z kalendare se presouvaji do seznami ¢asové mapy tehdy, az okamzik
vskytu udalosti padne do aktuélniho intervalu ¢asové mapy. Casova naroc¢nost pozadova-
nych operaci se blizi technice s pevnym krokem tim vice, ¢im méné udalosti je zarazovano do
kalendéfre. Vyhodou oproti technice s pevnym krokem je lepsi vyuziti pamétového prostoru
pri velkych rozdilech ve zpozdéni prvkiu, problém optimélni velikosti ¢asové mapy a kroku
Casu vSak zlstava.

8.3 Zvlastnosti modelovani unipolarnich obvodu

Unipolarni tranzistory maji nékteré vlastnosti, které vyzaduji specificky pristup k mode-
lovani na logické trovni. Patfi mezi né predevsim schopnost obousmérného prenosu tran-
zistorem a skute¢nost, ze popis funkce jednoduchych zapojeni nemusi byt zcela trividlni.
Typickym prikladem, u kterého se projevuji obé vlastnosti, je tranzistor ve funkci prenoso-
vého hradla (také prichozi tranzistor (transfer, transmission gate, pass transistor)) — viz
obr. 7?7. Pokud je na Fidici elektrodé G napéti, které otevie tranzistor, zévisi smér pfenosu
na napéti na vyvodech S a D, pfresnéji feCeno na budicich schopnostech signali na téchto
vyvodech.

Piiklad pfenosového hradla zaroven ukazuje dalsi podstatné rysy obvoda MOS, které
musime pii modelovani respektovat. Jde o kapacitni jevy a vliv odporu tranzistoru. Obé
tyto vlastnosti urcuji budici schopnosti signalti, které jsou rozhodujici pro urceni sméru
§ifeni signalu. Této problematiky jsme se jiz dotkli v kapitole o modelech signalti a vime, ze
pro vyjadreni budicich schopnosti se pouziva zpravidla atribut ”sila” signalu.

Vzhledem k tomu, Ze v dobé néastupu unipolarnich technologii se jiz logickd simulace
bézné vyuzivala, byla snaha modifikovat simulatory tak, aby byly schopny modelovat i
zvlastnosti unipolarnich obvodi. To vyzadovalo predev§im vhodné rozsifit model signélu,
aby vyjadfoval i budici schopnosti, a zavedeni nékterych pomocnych modeli (sbérnice,
jednosmérného prenosového hradla apod.). Zisadnim omezenim, které brani pfirozenému
zpisobu modelovani unipolarnich obvodt konvencénimi logickymi simulatory, je pfedpoklad
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jednosmérného Sifeni signalt od vstupt k vystuptm. V kap. 8.2.5 jsme vidéli, ze algorit-
mus tabulkovych simuldtord predpoklada vzdy Sifeni signalu z vystupu prvku k pfipojenym
vstuptim. Proto je tfeba u takovych simulatort vkladat zvlastni modely, kterym neodpo-
vida zadny prvek modelovaného obvodu. Napftiklad obousmérné pfenosové hradlo se mode-
luje pomoci dvou jednosmérnych hradel a specidlniho modelu uzlu, ktery zohlediuje budici
schopnosti signala.

Mnohem pfirozenéjsim zptisobem modelovani zvlastnosti obvodi MOS je modelovdni na
drovni spinaci (switch level) [31], [32]. Zékladni princip spoc¢iva v tom, Ze obvod je na této
drovni chapéan jako propojeni tranzistori, které se modeluji jako spinace. Situaci ilustruje
obr. 27. Na obr. 7?7a) je zapojeni logického ¢lenu NOR a na obr. 2?b) jeho model na trovni
spinac¢t. Unipolarni tranzistory jsou modelovany vice ¢i méné idealizovanym spinacem. Pod-
statnym rysem, ktery odliSuje simulaci na drovni spinaci od bézné elektrické simulace je,
Ze se pouzivaji diskrétni modely prvka (hodnoty odporii a kapacit jsou diskretizovany). V
nasSem prikladé je proto zatézovaci tranzistor modelovan odporem s hodnotou 1 a zatézovaci
kapacita je vyjadfena hodnotou 2.

Simulatory trovné spinact chapou hodnotu signalu jako dvojici:

h=<wv,s>

kde v znadi logickou droven a s silu signdlu.

Pro logickou troveii se pouziva nejéastéji t¥iprvkova ({0,1, X}) nebo étyfprvkovd mnoZina
({0,1, X, Z}) jako u bé&zné simulace, trovni sily byva 2 az 5. Hodnota signalu slouzi k vyjad-
feni jak logické arovné, tak sily signalu v uzlu obvodu. Rozlisuji se uzly vstupni, v nichz maji
signaly nejvyssi budici schopnost, a uzly pamétové (vSechny ostatni), kde pfedpoklddame
schopnost uchovéavat naboj.

Tranzistor se modeluje jako spinaé, jehoz odpor v sepnutém stavu urcuje ohodnoceni
tranzistoru. Podobné kapacitni vlastnosti pamétovych uzli uréuji jejich ohodnoceni. Vstupni
uzly maji nejvyssi hodnotu sily.

Pti prichodu signalu tranzistorem ovliviiuje ohodnoceni tranzistoru silu signalu pficha-
zejictho do uzlu. V uzlu se tento signal kombinuje obecné jednak s ptvodni hodnotou v
uzlu, jednak s ostatnimi signaly pfichazejicimi do uzlu. Kli¢ovy vyznam na trovni spinaci
mé proto funkce spojeni (connection function), kterd uréuje vyslednou hodnotu kombinace
riznych signald. Je ziejmé, ze nova hodnota se obecné sifi opét do sousednich uzll, a proto
je mozné bez problémi modelovat obousmérné prvky.

Protoze nalezeni ustaleného stavu Sifenim signali mezi uzly by bylo pro rozsahlé obvody
Casové narocné, je dulezitou fazi vétsSiny simulacnich systémui a programi trovné spinaci
rozélenéni modelovaného obvodu na mnozinu propojenych a vzadjemné komunikujicich kom-
ponent. Komponentou budeme rozumét ¢ast obvodu tvofenou tranzistory vzajemné spo-
jenymi prostfednictvim emitori a kolektord spolu s uzly tvoricimi tato spojeni. Formélné
miuzeme prevést hledani komponent na feSeni problému nalezeni komponent neorientovaného
grafu (tzv. graf kandld), jehoZz vrcholy odpovidaji uzlim obvodu a hrany kandltm tranzis-
torti. Cilem je rozélenit cely modelovany obvod na podobvody, pro néz se bude hledat Sifenim
signalt ustaleny stav, zatimco mezi komponentami se signaly budou $ifit stejnym zptisobem
jako pfi konvencni logické simulaci mezi logickymi prvky, kdy sta¢i uvazovat pouze logickou
aroven. Situaci ilustruje obr. 7?7, kde na obr. a) je rozélenéni na komponenty a na obr. b)
graf kanalt.

Dalsi vyhodou rozélenéni obvodu na komponenty je, Ze umozinuje snadno implementovat
smisené simuldtory, u kterych jsou ¢asti obvodu modelovany na trovni spinac¢ii, zatimco jiné
mohou byt modelovany na vyssich trovnich abstrakce.

Simula¢ni algoritmus muze byt podobny algoritmu fizeni udalostmi s tim, Ze prvktm nyni
odpovidaji komponenty. Dtlezitym krokem je vycisleni komponenty. Odpovida vyhodnoceni
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prvku valg. 8.1. Znamena urceni novych hodnot v uzlech komponenty na zakladé ptivodnich
hodnot v pamétovych uzlech, hodnot ve vstupnich uzlech a hodnot na ridicich elektrodach
tranzistord. U vétsiny simuldtord se urcuje novy ustaleny stav a jeho hodnoty se nastavuji
v uzlech v zavislosti na modelu zpozdéni. Pouziva se zpozdéni nulové , jednotkové, riizné
pro narust a pokles signélu, pripadné pfesné zpozdéni urcené z RC modelu.

Pro vypocet ustaleného stavu se pouzivaji rtizné metody. Vétsina simuldtori pouziva
néjakou iteracni metodu. Kazdy iteracni krok predstavuje sifeni hodnoty v jednom uzlu pres
tranzistor do sousedniho uzlu, kde se kombinuje s hodnotou zde jiz pritomnou. Proces po-
kracuje tak dlouho, dokud se nedosahne ustaleného stavu. K implementaci 1ze pouzit pristup
podobny Fizeni udalostmi. Kromé simuldtori vyuzivajicich iteracnich metod se mizeme se-
tkat i s programy, které generuji kéd obdobny kompilovangm modelim pro logickou simulaci
(napf. rozcleni obvod na komponenety a pro né definuji soustavu booleovskych rovnic pro
vypocet hodnot v uzlech).

8.4 Simulace poruch

Jednou z dilezitych oblasti vyuziti logické simulace je simulace poruch. Pouziva se pro vy-
hodnocovani kvality diagnostickych testti. Ta se nejcastéji vyjadiuje pokrytim, tj. procentem
poruch detekovanych danym testem z mnoziny viech uvazovanych poruch.Ulohu simulace
poruch bychom mohli formulovat takto:

Je dan obvod, mnozina poruch, jejichz vyskyt v obvodu predpokldadame, a diagnosticky
test (posloupnost testovacich vektort). Zjisti, které poruchy z uvazované mnoziny jsou da-
nym diagnostickym testem detekovany.

Zjistit, zda je urcitd porucha detekovatelnd diagnostickym testem v daném misté, ma-
zeme tak, Ze odsimulujeme bezporuchovy obvod, vytvorime model obvodu s poruchou, ktery
také odsimulujeme pro zadany diagnosticky test, a srovname vysledky. Pokud se hodnoty
signalu v misté, kde chceme poruchu detekovat, pro oba simula¢ni béhy lisi, je dand porucha
v tomto misté detekovatelna.

Dtlezitou otazkou diagnostiky logickych obvodt jsou modely poruch. Fyzikalni poruchy,
ke kterym dochazi v ¢islicovém zafizeni, ovliviuji jistym zptisobem jeho chovani. Modelem
poruchy rozumime logickou reprezentaci fyzikalni poruchy, ktera umoznuje s pozadovanou
presnosti modelovat logické chovani obvodu pfi jejim vyskytu. Volba modelu poruchy tzce
souvisi s urovni abstrakce, na niz je Cislicové zarizeni popsano. Metody diagnostiky jsou
nejvice propracovany pro uroven zakladnich logickych ¢lent, pro niz se zpravidla pouzivaji
modely oznacované trvald nula (t0) a trvald jednicka (t1). Tyto poruchy reprezentuji zejména
pro bipolarni technologie velmi dobfe fyzikalni poruchy.

Jiz bylo uvedeno, ze simulace poruch vyzaduje schopnost simulovat jak bezporuchovy
obvod, tak obvod s poruchou (nejcastéji se predpokladd vyskyt pouze jediné poruchy v
obvodu). M&-1i byt simulaéni systém pouzitelny pro simulaci poruch, musi zajistit nékteré
akce, které se nevyskytuji u bezporuchové simulace. Jde predevsim o specifikaci, vkldddni
(injekci), $irent a detekci poruch a o zpracovdni vysledki. Specifikace poruch spo¢iva v uréeni,
které poruchy a jakych typt budou simulovany. Zpravidla se simuluji vSechny poruchy, které
jsme schopni v daném obvodu modelovat. Vkladani poruch pfedstavuje transformaci mo-
delu bezporuchového obvodu na obvod s poruchami. Urcuje se typ poruchy a misto vyskytu.
Simulaéni systém musi byt schopen zajistit sifeni vlivu vlozenjch poruch a rozhodnout o
detekovatelnosti poruchy srovnanim hodnot pro bezporuchovy obvod a obvod s poruchou.
Systémy pro simulaci poruch musi na zavér urcit pokryti testu, pfipadné poskytnout vy-
sledky dalsim programim, které ziskaji dalsi dulezité informace pro diagnostiku. Vzhledem
k ¢asové narocnosti byva casto pro simulaci poruch urcen zvlastni rezim simulatoru, pfipadné
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jde o specializovany simuldtor poruch s co nejjednodussim modelem signélu (tfihodnotovy,
¢tyfhodnotovy) i zpozdéni. Trividlnim pfipadem simulace poruch je tzv. sekvencni (séri-
ovd) simulace poruch. UmoZiiuje odsimulovat v jednom simula¢nim béhu chovani jediného
obvodu s poruchou. Injekce poruch se provadi modifikaci reprezentace struktury obvodu
(rozpojeni/vytvofeni spoje, pfipojeni spoje na zdroj konstantni logické trovné apod.), pfi-
padné modifikaci popisu chovani prvki (abstraktnéjsi funkéni poruchy). Vzhledem k tomu,
7e potfebujeme zjistovat detekovatelnost vsech poruch z urcité mnoziny, jejiz mohutnost je
typicky znacné, bylo by zapotfebi pri simulaci uvedenym zptsobem provést velké mnozstvi
simula¢nich béhti. Proto byly vyvinuty specidlni techniky, jejichz hlavnim cilem je reduko-
vat pocet simula¢nich béhu a tim i zvysit rychlost simulace. Existuji tfi zakladni techniky
simulace poruch redukujici pocet simula¢nich béht:

e paralelni (parallel),
o deduktivni (deductive),
e soubé&zné (concurrent)

Paralelni simulace poruch je vhodna pro troven zakladnich logickych ¢leni, jejichz cho-
vani lze popsat pomoci béznych logickych operaci. Ke snizeni po¢tu simulacnich béhi se
pouziva tzv. bitoveho kddovdni simula¢nich hodnot, které spoc¢iva v uloZeni simula¢ni hod-
noty na nékolika bitech slova hostitelského pocitace. Uvazujme dvouhodnotovou simulaci a
délku slova W. K zakédovani simula¢ni hodnoty ndm staci 1 bit a zbyvajicich W — 1 biti
mizeme vyuzit k ulozeni dalsich simula¢nich hodnot a to téhoz signélu, ale pro obvod s
raznymi vlozenymi poruchami. Lze tedy paralelné simulovat bezporuchovy obvod a W — 1
obvodt s poruchou (tzv. poruchovych obvodi).

Uvazujme jednoduchy ptiklad z obr. 7?7. Pfedpoklddejme, ze chceme simulovat vSechny
poruchy typu t0 a t1. Je jich celkem 10 a jsou v obrazku ocislovany. Pouzijeme-li slovo
délky 8 bitl, mizeme za predpokladu nejjednodussiho dvouhodnotového modelu signalu
soucasné simulovat bezporuchovy obvod a 7 obvodd poruchovych. Nejsme tedy schopni
odsimulovat vSechny poruchy souc¢asné, nybrz budeme muset uskutecnit dva simula¢ni béhy
- pro bezporuchovy obvod a obvod s poruchami 1 az 7 a potom bezporuchovy obvod a
obvody s poruchami 8 az 10. V obrazku jsou uvedeny obsahy slov pfedstavujici signaly A,
B, C, D a E. V nejpravéjsim bitu je uloZzena hodnota pro bezporuchovy obvod. Hodnoty pro
vystup prvku se pocitaji logickymi operacemi nad celymi slovy s respektovanim pfipadnych
poruch pro vystup.

Vyhodou paralelni simulace poruch je jednoduchost vyhodnocovani prvkia a algoritm
pro vkladani, $ifeni i detekci poruch. Je ziejmé, Ze jeji efektivnost roste s délkou slova
hostitelského pocitace (nékdy se zpracovava i nékolik slov).

Pro aroven zakladnich logickych ¢lent je vhodna také deduktivni simulace poruch. Vy-
chazi z myslenky, ze jsou-li znamy hodnoty na vstupech logického ¢lenu obvodu bez poruch
a vliv poruch v obvodu na tyto hodnoty, 1ze ur¢it (dedukovat) hodnotu na vystupu prvku
pro bezporuchovy obvod i vliv poruch na ni. Postup tohoto vypoctu se nazyva deduktivni
algoritmus.

Dilezitym pojmem deduktivni simulace je seznam poruch, ktery je pripojen ke kazdému
signalu na vodi¢i modelovaného obvodu a vyjadfuje vliv vSech simulovanych poruch na
hodnotu signalu na tomto vodic¢i. Chapeme ho jako seznam jmen vSech simulovanych poruch
v obvodé, pfi jejichz vyskytu se v daném cCase pro pravé simulovany krok testu lisi hodnota
signalu oproti bezporuchovému stavu. Deduktivni algoritmy pro dvouhodnotovou simulaci
a ¢leny AND a OR lze nalézt v [6].
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Vyhodou deduktivni simulace ve srovnani s paralelni je, Ze se soucasné simuluji vSechny
uvazované poruchy. Na druhé strané paméfové naroky jsou vyssi a také rezie operaci se se-
znamy je znacna. PT¥i pouziti deduktivni simulace musi existovat deduktivni algoritmus pro
kazdy typ prvku modelované struktury. Proto je tato technika pouzitelnd pouze u simulé-
tord se zabudovanymi modely, navic musi jit o modely jednoduchych prvki, pro které jsme
schopni tento algoritmus urcit.

Soubéznd simulace poruch vychazi ze skutecnosti, ze poruchy predstavuji malé zmény ve
struktuie logického obvodu, které vedou zpravidla k malym zménam stavu obvodu. Jinymi
slovy, tyto zmény ovliviiuji pouze malou ¢ast obvodu. Z toho plyne, ze je mozné soubézné
simulovat fadu takovych ”podobnych” obvodu tak, Ze se vytvoii tzv. referencni model a
fada tzv. soubéznych modeli, reprezentovanych pouze odlisnostmi od modelu referen¢niho.

I soubéZnou simulaci mizeme charakterizovat jako orientovanou na seznamy. V pfipadé,
ze néjaka porucha zptisobi zménu hodnot na vstupech, vytvori se kopie prvku, avsak se zmé-
nénymi hodnotami. Tuto kopii nazyvame poruchovym prvkem (faulty machine). Ke kazdému
prvku referenéniho modelu je proto pfipojen seznam poruchovych prvki. Pro $ifeni poruch
se nepouziva zadna algebra, nybrz vsechny poruchové prvky se explicitné simuluji.

Soubézna simulace poruch vyuziva tabulkovych modelu a fizeni udalostmi. Referenéni
model je predstavovan kompletnim tabulkovym modelem obvodu, zatimco soubézné modely
pouze tabulkami poruchovych prvki. Poruchové prvky navic v pribéhu simulace dynamicky
vznikaji a zanikaji podle toho, zda se u daného prvku v daném modelovém case 1isi hodnoty
na vstupech a vystupech obvodu s poruchou reprezentovaného danym soubéznym modelem
od referenéniho modelu.

Simulac¢ni algoritmus ma podstatné vyssi rezii ve srovnani s obycejnou bezporuchovou
simulaci pravé z divodu potfebné analyzy seznami poruchovych prvkd. Soubézna simu-
lace poruch klade pomérné vysoké naroky na pamét a méa znacné vétsi rezii ve srovnani se
sekvencni simulaci. Diky tomu, Ze se simuluji vSechny poruchy soucasné, je vsak pro roz-
sahlejsi obvody s velkym mnozstvim simulovanych poruch podstatné rychlejsi. Ve srovnani
s paralelni a deduktivni simulaci m4 zasadni vyhodu v tom, Ze je pouzitelna nejen pro tro-
vytvarené uzivatelem.

I pTes pouziti specidlnich technik je ¢asovd narocnost simulace poruch pro slozité obvody
znacna. Proto se hledaji alternativni pristupy, které nejcastéji vyuzivaji k urceni pokryti
pravdépodobnosti a statistickych odhadi [33]. Pouziva se oby¢ejnd bezporuchovd simulace,
v pribéhu simulace se navic pouze sbiraji nékteré statistiky, které potom slouzi pro odhad
pokryti. Zpravidla se vyuZziva pojmut 7iditelnost (controlability) a pozorovatelnost (observa-
bility) v logické jedniéce a nule. Prvy vyjadiuje pravdépodobnost, Ze pro ndhodné vybrany
vstupni vektor bude na daném spoji hodnota 1, resp. 0. Druhy vyjadiuje pravdépodobnost,
ze dany spoj, je-li na ném 0, resp. 1 bude pozorovatelny na primarnim vystupu. Statistické
metody jsou velmi atraktivni pro rychly a dostatecné presny odhad pokryti.

8.5 Simulaéni systém OrCAD/VST

V této kapitole popiSeme prostiedi komponenty VST (Verification and Simulation Tools)
systému OrCAD [34]. Smyslem je ukdzat prostfedky, jaké poskytuje moderni jednoduchy
logicky simulator, implementovany na osobnim pocitaci. Popis bude zaméfen uzivatelsky,
aby mohl byt vyuzit pfi cvicenich u pocitace. Budeme predpokladat zakladni znalost prace
s komponentou SDT (Schematic Design Tools) systému OrCAD, pfedevsim kresleni schémat
programem DRAFT.
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8.5.1 Zakladni vlastnosti simulatoru

Zakladem komponenty VST je simuldtor SIMULATE, slouzici k ovéfeni spravnosti navrhu
obvodu, jehoz schéma je popsano programem ve formatu EDIF. Simulator lze charakterizovat
témito zakladnimi rysy:

Je 7izen uddlostmi.

Model signdlu rozeznava tii logické Grovné (nizka - 0, vysoka - 1, nedefinovand - X) s
pouzitim &ty trovni sily signalu. Nejvyssi budici schopnosti ma napéjeni (supply). Je
pouzito pro budici signély - stimuly (stimulus). Dalsi iirovni je buzeni (driving), které se
pouziva pro vystupy logickych ¢lenit budicich néjaky uzel. Dalsi Groven je oznacena jako
odporové (resistive). Tuto troven sily maji napt. vystupy logickych ¢lentt s otevienymi
kolektory (pro vystupni signél vysokd). Nejnizsi trovni sily je vysokd impedance (Z).

Maximalni rozsah modelovanych obvodi zavisi na fadé okolnosti, napt. pouzité knihovné,
délkach identifikdtord signalt atd. Uvadi se odhad asi 10000 ekvivalentnich dvou-
vstupych hradel.

Budici signdly lze vytvaret vyuzitim editoru stimultl, ktery je soucasti prostiedi simu-
latoru, nebo pouzitim souboru testovacich vektort.

Casovd jednotka je typicky 1ns, pro ECL 0.1ns a je uréena knihovnou.

Prosttedi simuldtoru zahrnuje t¥i editory: editor stimuld (stimulus editor), editor sle-
dovangch signdli (trace editor), editor podminek zastaveni (breakpoint editor).

Vysledky simulace 1ze zobrazovat graficky na obrazovce i ukladat do souboru. Zobra-
zovat lze az 50 kanalt (jednoduchych nebo sbérnic), celkem maximdlné 250 rtiznych
signali. Zobrazovany prubéh muze byt definovan jako signal nebo sbérnice, hodnota
na sbérnici mize byt vyjadrena v binarnim, oktalovém, decimalnim nebo hexadeci-
malnim tvaru. Grafické vystupy vysledkt simulace maji podobu priabéhi, snimanych
logickym analyzatorem. Pro prohlizeni prubéht lze pouzit ¢tyt ¢asovych méritek a lze
provadét méfeni intervald s vyuZitim az t¥i znacek (marker), kterymi je mozné oznacit
casové okamziky. Je zajistén vertikalni i horizontalni posun.

Editorem podminek zastaveni lze nastavit az 10 podminek.
Simulaci 1ze kdykoliv znovu spustit od ¢asu 0.
Lze pracovat s minimalnim nebo maximalnim zpoZdénim.

Definice stimuld, podminek zastaveni i sledovanych signald 1ze ulozit na disk, podobné
vysledky simulace k pozdéjsimu prohliZeni.

Pro pouziti simulatoru musi byt dodrzeny urcité konvence, tykajici se predevsim jmen
sbérnic, signalt a portd pfi vytvafeni schématu editorem DRAFT.

8.5.2 Priprava pro simulaci

Zakladni postup je naznacen na obr. ??. Simuldtor vyzaduje jako vstup seznam spoji (net-
list) ve formatu EDIF popisujici strukturu obvodu.

V prostfedi komponenty OrCAD/SDT jej miZeme vygenerovat programem NETLIST
prikazem:

182



NETLIST obvod.sch obvod.net /p

obvod.sch je soubor s vykresem vytvoreny programem DRAFT, obvod.net je soubor,
do kterého ukldda program NETLIST seznam spoji ve formatu EDIF (implicitni forméat
programu NETLIST). Nejvhodnéjsi je na tomto misté uvést Gplnou cestu do pracovniho
adresare simulatoru, napr. . .\\VST\\DESIGN\\OBVOD.NET
kli¢ /p indikuje pozadavek na pouziti ¢isel $picek misto jmen.

Simulétor vyzaduje jako vstup seznam spojt, definice budicich stimuli (obvod.stm),
a seznam sledovanych signalii (obvod.trc). Posledni dva soubory mame uloZeny na disku
od predchozi simulace nebo definice vytvofime interakéné pouzitim editorti integrovanych
v prostfedi simuldtoru. Budici signaly mohou byt také definovany ve tvaru budicich vektorta
(obvod.tsv). Od prfedchozi simulace mizeme mit na disku uloZeny i podminky zastaveni
simulace, definované opét zabudovanym editorem. P¥i vystavbé simula¢niho modelu vyuziva
simuldtor knihovny modeld (model.1lib).
Simulator se spousti pfikazem ve tvaru:

SIMULATE obvod.net [/c]

obvod.net oznacuje soubor ve formatu EDIF, ze kterého vytvari simulator simula¢ni
model. Implicitné se pfedpoklada, Ze soubor lezi v pracovnim adresafi simuldtoru (DESIGN).

Pfi zadani klice /c lze provadét zmény v konfiguraci (pfistupové cesta k ovlddactim,
ovladac¢ displeje, tiskarny, cesta ke knihovné, pracovnimu adresafi, adresafi pro prechodné
soubory, nastaveni barev apod.).

8.5.3 Prikazy simulatoru

Zakladni ovladani simulatoru je stejné jako ovladani editoru schémat DRAFT. V nékterych
pripadech je tfeba zadavat jména signali. U jednoduchého spoje je jméno totozné s od-
povidajicim navéstim spoje (u schématu organizovaného jako skupina vykresi (flat file) je
souCésti jména jesté podtrzitko a ¢islo vykresu). Odkaz na signal na nékterém bitu sbérnice
je tvaru:

jm_sbérnice:index

Lze se také odkazovat na vyvod prvku ve tvaru:
.jm_vyskytu-¢_vyvodu

Nasleduje abecedni seznam pfikazl simulétoru:
e Again - opakuje pfedchozi prikaz hlavniho menu.

e Breakpoint - umoziuje definovat az 10 podminek pro zastaveni simulace. Je tfeba si
uvédomit, ze pouziti podminek zastaveni simulace diky ¢asté nutnosti testovani snizuje
rychlost simulace.

e Disable Breakpoints - globalni pozastaveni sledovani podminek zastaveni simulace.
e Enable Breakpoints - globalni povoleni sledovani podminek zastaveni simulace.

e Breakpoint Edit - vyvolani editoru podminek zastaveni simulace. Podminka je de-
finovéana logickym souc¢inem nebo souc¢tem az 16-ti signald. Operace je vzdy spolecna
pro vSechny signaly. Signal v podmince muze byt negovany, coz se oznaci znakem pted
jménem signélu.
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Edit - editace zvolené podminky zastaveni. Kurzor je ve tvaru zvyraznéni, radkové
menu obsahuje polozky v zavislosti na misté, kde se nachazi kurzor. Lze individualné
povolit/zakdzat (enable/disable) sledovani editované podminky (Status), zadat typ
operace pro podminku (And/Or), nastavit Groveti hierarchie pro signily v podmince
(Context) a editovat signdly podminky (Breakpoint Bit). Signély lze pfidévat (Add),
rusit (Delete), editovat (Edit), vkladat nad kurzor (Insert). Lze se dostat také pfimo
do menu pfikazu Macro, coz umoznuje praci s makry i na této urovni. K navratu slouzi
ptikaz Return.

Macro - pristup k menu ptikazu Macro.
Quit - ukonceni ¢innosti editoru podminek zastaveni.

Read - naéteni podminek zastaveni ze souboru (implicitné z pracovniho adresafe na-
staveného v konfiguraci s rozsifenim .brk).

Status - povoleni/zékaz sledovani podminky, na niz pravé ukazuje kurzor.

Use - zpracovani podminek zastaveni simulace pro pouziti simulatorem. P¥i chybé se
vypiSe zprava a chybnd specifikace je zvyraznéna. Tento pfikaz je nutno dat na zavér
prace s editorem podminek, maji-li byt pouzity.

Write - zapis podminek zastaveni do souboru (implicitné do pracovniho adresare
nastaveného v konfiguraci s rozsifenim .brk).

Conditions - zobrazi se informace o velikosti oblasti paméti pro model, stimuly a
makra.

Delete Marker - zrusi nastavenou znacku (piikazem Place Marker). Je-li jich vice,
poZaduje se zadani ¢isla znacky (1, 2 nebo 3).

Edit Stimulus - vyvolani editoru stimul pro definovani budicich signala.

Add - pfipojuje dalsi polozku k seznamu budicich signalt (max.200 polozek véetné
signal definovanych souborem testovacich vektori).

Delete - zrusi zvyraznénou polozku ze seznamu.

Edit - editace detailni specifikace. Kurzor je ve tvaru zvyraznéni, fadkové menu ob-
sahuje polozky v zavislosti na misté, kde se nachazi kurzor. Lze nastavit tiroven hi-
erarchie pro signdl, jehoZ priibéh definujeme (Context), zadat jméno signdlu (Signal
Name), pocéteéni stav signalu (Initial Value) - 0, 1, X, Z, a definovat tvar budicich
signalt (Stimulus Specification). Kazd4 polozka seznamu definice pribéhu sestava z
¢asu a funkce. Zadévani ¢asu mtze byt nastaveno pro absolutni hodnoty (Abs.Mode)
nebo relativni (Rel.Mode). Funkce nabyva hodnoty 0, 1, X, Z, T (ptfeklopeni do opa¢né
hodnoty) nebo GOTO (nekoneény cyklus). V piipadé GOTO se pozaduje zadani ¢isla
polozky seznamu, na niz mé byt skok proveden. Polozky defini¢niho seznamu lze pfi-
dévat (Add), rusit (Delete), editovat (Edit), vkladat nad kurzor (Insert). Lze se dostat
také primo do menu piikazu Macro, coz umoznuje praci s makry i na této urovni. K
navratu slouzi pfikaz Return.

Insert - vklada novou polozku seznamu budicich signalt nad kurzor.

Macro - pristup k menu ptikazu Macro.
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Quit - ukonceni ¢innosti editoru stimuld.

Read - nacteni definice stimulti ze souboru (implicitné z pracovniho adreséfe nasta-
veného v konfiguraci s rozsifenim .stm).
Set - nastavuje zptisob zadavani Casu - absolutni (Absolute Mode) nebo relativni

(Relative Mode).

Test Vector Editor - specifikace formatu souboru testovacich vektorti. Soubor tes-
tovacich vektorl se vytvari néjakym textovym editorem mimo prostiedi simulatoru.
Ten potiebuje znat pouze format souboru. Pfi specifikaci formatu je kurzor ve tvaru
zvyraznéni, fadkové menu obsahuje polozky v zavislosti na misté, kde se nachéazi kur-
zor. Lze povolit, resp. zakdzat nac¢itdni vektori ze souboru v pribéhu simulace (Test
Vector Input - Enable/Disable), zadat jméno souboru testovacich vektort (Test Vec-
tor File Name - implicitné pracovni podadresar podle konfigurace a rozsifeni .tvs) a
urcit pozice hodnot signalti a ¢asu v budicich vektorech. Testovaci vektory se zapisuji
v souboru tak, ze na kazdém radku je jeden vektor obsahujici pole s hodnotu ¢asu
a pole hodnot budicich signali v daném case. Stfednik na prvé pozici uvozuje Fadek
poznamky, posloupnost testovacich vektort je zakoncena klicovym slovem END zaci-
najicim na 1.pozici. Editoru testovacich vektort se potom zadavé zacatek pole hodnot
¢asu (Time Input Column), $ifka pole pro ¢as (Time Input Width) a déle se zadéva
seznam jmen signal (Item Names or Column). Kazd4 polozka definuje pozici jednoho
signalu ve vektoru (maximdlni pocet sloupct ve vektoru je 200). Polozka je tvofrena
uplnym jménem signalu, véetné oznaceni Grovné hierarchie (kofen implicitné .) a po-
zici ve vektoru. Polozky seznamu lze pfidavat (Add), rusit (Delete), editovat (Edit),
vklddat nad kurzor (Insert).

Use - zpracovani definice budicich signalti pro pouZiti simulédtorem. Pti chybé se vy-
piSe zprava a chybna specifikace je zvyraznéna. Chyby z prekladu specifikace souboru
testovacich vektort jsou uloZeny v souboru s rozsifenim .lst.

Write - zapis definice stimult do souboru (implicitné do pracovniho adreséfe nasta-
veného v konfiguraci s rozsifenim .stm).

Hardcopy - tisk vysledkt simulace na tiskarné nebo ulozeni do tiskového souboru.
Destination - LPT nebo File (vytiskne se piikazem COPY ... prn:/b).

File Mode - soubor lze piepsat (Replaced) nebo pfipojit (Appended).

Start Time - tisk od casu.

End Time - tisk po ¢as (implicitné jedna stranka).

Make Hardcopy - uskutecni tisk. Obsah obrazovky lze vytisknout bézné klavesou
PrtScr.

Width of Paper - lze vybrat papir §itky 8, resp. 137 (Narrow, resp. Wide).
Initialize - nastaveni modelu do poc¢ateéniho stavu (v ¢ase 0).

Macro - prace s makry. Lze pouzivat funkéni klavesy, fidici klavesy CTRL a SHIFT
v kombinaci s ostatnimi klédvesami, a prostfedni tla¢itko mysi(MMB).
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Capture - vytvareni makra: 1.zada se defini¢ni klavesa, 2.zadavani prikazi, 3.ukonceni
definice makra klavesou M.

Delete - zruseni makra na zakladé defini¢ni klavesy.

Initialize - smazani vsech maker.

List - vypis definovanych maker reprezentovanych defini¢nimi klavesami.
Write - zapis vSech definovanych maker do souboru.

Read - nacteni souboru maker.

Place Marker - umisténi znacek pro méfeni ¢asovych intervalti (hodnota se zobrazuje
na Fadku hléSeni v horni ¢asti obrazovky). Implicitné lze zadévat pouze jednu znacku.
Piikazem SET (viz dale) lze povolit az 3 znacky. V takovém piipadé ma znacka svoje
¢islo (1 az 3). Znacka ziistdva zachovana v ¢asovém okamziku, kterému byla pfifazena,
dokud neni zruSena piikazem Delete Marker, a to i pii restartu simulace.

Quit - ukonceni ¢innosti simuldtoru (Abandon Program) nebo vymazani ¢4sti obra-
zovky s ¢asovymi pribéhy (Clear Trace Display).

Run Simulation - spusténi simulace, zadava se délka. Simulace pokracuje od stavu,
ve kterém se model nachazi. Simulaci lze pferusit stiskem klaves CTRL BREAK.

Set - nastaveni riznych parametri a podminek.
AutoPan - automaticky posun v horizontalnim sméru pfi dosazeni hranice obrazovky.

Vertical Screen Step - nastaveni velikosti vertikdlniho posunu (2, 4, 8, 16 - tj. 1/2,
1/4, atd. vertikdlniho rozméru obrazovky). Na rozdil od horizontalniho posunu neni
vertikalni posun automaticky, nybrz je ovladan klavesami PgUp a PgDn.

Horizontal Screen Step - nastaveni velikosti horizontalniho posunu obrazovky. Zpt-
sob nastaveni je stejny jako u vertikalniho posunu.

Error Bell - ovladani zvukového signalu pfi chybé.

Trace Name Dividers - jména zobrazovanych signdlt jsou pro lepsi orientaci oddé-
lena podtrzenim.

Multiple Markers - povoleni/zdkaz sou¢asného nastaveni vice (max.3) znadek.

Reticle Display - zobrazeni indikatoru, ukazujiciho kolik a kterou ¢ast vyrovnavaci
pameéti sledovanych signali mame zobrazenu na obrazovce.

Spool To Disk - zapis vysledkt simulace na disk. Zapis do souboru se provadi pouze
v pfipadé, Ze je povolen piikazem Enable Trace (viz pfikaz Trace). Po povoleni zépisu
na disk lze ménit parametry trasovani, ale nelze jiz pfidavat nové signaly. V editoru
sledovanych signéli (viz piikaz Trace) lze nacist soubor s vysledky jako specifika¢ni
pro definici sledovanych signalt a potom si pouze prohlizet vysledky simulace (pii
spusténi simuldtoru je vsak potfeba zadat tentyZz seznam spoji, se kterym probihala
simulace, jejiz vysledky si chceme prohlizet). P¥i inicializaci simuldtoru se soubor s
vysledky simulace, do néhoz se zapisuje, uzavira.
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Trace - prace se sledovanymi signdly. Koncepce trasovani vychéazi z ¢innosti pii pouziti
logického analyzatoru (umistuji se sondy do téch mist obvodu, kde nés zajimaji signély
a ty se potom zobrazuji na obrazovce).

Change View - zména periody vzorkovani sledovanych signalt (implicitné 1). Pfi
prohlizeni vysledki simulace ze souboru mé prikaz za nasledek zménu c¢asového méritka
pro zobrazovani.

Disable Trace - potlaceni sledovani signali.
Enable Trace - povoleni sledovani signali.
Set Start Time - nastaveni okamziku, od kterého maji byt signaly vzorkovany.

Trace Edit - spusténi editoru sledovanych signilta (trace editor). Lze definovat az
50 trasovacich kanalt (jednoduchgch signalt nebo sbérnic (max.16 signala)). Pro tra-
sovani mize byt definovano celkem az 250 signali. Podobné jako u ostatnich editort
integrovanych v prostfedi simulatoru, ma kurzor tvar zvyraznéni a fadkové menu obsa-
huje polozky v zavislosti na misté, kde se nachazi kurzor. Sledované signaly se definuji
pomoci téchto polozek:

Display Name - jméno, které se vypiSe u pfislusného signélu na obrazovce (max.16
znaki). Lze pouzivat ptikazy:

Add - pridani polozky na konec seznamu, prechod do rezimu podrobné specifikace
(viz déle - Edit).

Copy - zkopirovani informaci o poloZzce, na kterou ukazuje kurzor do/z vyrovnavaci
paméti (Copy To Buffer/Copy From Buffer) - vhodné pro reorganizaci seznamu sledo-
vanych signald.

Delete - zruseni polozky seznamu.

Edit - podrobné specifikace sledovaného signalu. Lze editovat:

Display Name - zobrazované jméno signédlu (viz nahofe),

Type - typ zobrazeni (Binarybus, Decimalbus, Hexbus, Octalbus, Signal).
Trace - individuélni povoleni/blokovani vzorkovani signalu (On/Off).
Display - pfiznak, zda se m4 sledovany signal zobrazovat (On/Off).
Context - definovani urovné hierarchie.

Signal Name nebo Bit # Position - jméno signalu nebo seznam jmen signala sdru-
Zenych pro trasovani do sbérnice (lze pfidavat - Add, rusit - Delete, vkladat - Insert a
editovat - Edit).

Insert - vloZeni polozky nad kurzor, pfechod do podrobné specifikace (viz nahote -
Edit).

Macro - prechod do menu pro praci s makry,

Quit - ukonceni ¢innosti editoru sledovanych signali s navratem do hlavniho menu,
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Read - nacteni specifikace sledovanych signalt ze souboru (implicitné z pracovniho
adreséfe nastaveného v konfiguraci s rozsifenim ....trc).

Use - kontrola spravnosti specifikace a pfevod do tvaru vyzadovaného simuldtorem.
Pri chybé se vypise zprava a chybna specifikace je zvyraznéna. Pokud se provadi zapis
vysledkd do souboru a byly pridany néjaké nové signaly, zobrazi se chybové hlaseni a
lze uzaviit soubor s vysledky a ukoncit ukladani (Disable spooling), nalézt v seznamu
pfidané signdly (Find New Node), piepsat soubor (Rewrite Spool File) nebo uzaviit
stavajici soubor a zaéit zapisovat do nového (Select New Spool File).

Write - zéapis specifikace sledovanjych signalti do souboru (implicitné do pracovniho
adresafe nastaveného v konfiguraci s rozsifenim ....trc).

Type - typ zobrazeni (viz nahofe - Edit).
Trace - individualni povoleni/blokovani vzorkovani signalu (viz nahote - Edit).
Display - pfiznak, zda se m4 sledovany signdl zobrazovat (viz nahofe - Edit).

Zoom - manipulace s ¢asovymi prubéhy v horizontalnim a vertikdlnim sméru. Pii
zobrazovani se vyuzivaji vysledky, ulozené ve vyrovnavaci paméti sledovanych signala.
Pokud doslo pfi simulaci k pfeplnéni (uZivatel potvrzuje), lze zobrazovat pouze v
rozsahu uchovaném v této paméti. Jestlize vSak jsou ukladany vysledky do souboru na
disk, doplnuji se potfebné hodnoty do paméti a lze tedy zobrazovat v plném rozsahu.

Begin At Cursor - posun doleva tak, aby byl kurzor na levém okraji obrazovky.
End At Cursor - posun doprava tak, aby byl kurzor na pravém okraji obrazovky.
Center At Cursor - posun doprava nebo doleva tak, aby byl kurzor uprostied.

Up - vertikdlni posun tak, aby byl pribéh, na ktery ukazuje kurzor, jako prvni na
obrazovce.

Down - vertikdlni posun tak, aby byl prvni priibéh na obrazovce na pozici kurzoru.
Top - vertikalni posun na zacatek seznamu sledovanych signélu.

Scale - horizontalni méfitko (1, 2, 4, 8).

Next Page - posun v horizontalnim sméru o jednu stranku doprava.

Previous Page - posun v horizontalnim sméru o jednu stranku doleva.

Initial Display - nastaveni levé hranice ¢asu na obrazovce, napf. pro rychly presun
pfi prohlizeni vysledkd nebo na zacatku prohlizeni vysledkd ze souboru.

8.6 Knihovny simulatoru

Modely prvki jsou ulozeny v knihovné model.lib. Jadrem knihovny jsou modely zédkladnich

vvvvvv

slouzi program MODELPRRO, ktery preklada modely prvki ve zdrojovém tvaru do forméatu
knihovny simuldtoru a pridava je ke stavajici knihovné. V souborumodel.1lst vytvari seznam
prvkd, jejichz modely jsou v knihovné k dispozici. Zdrojové tvary modeld jsou ulozeny v
souborech s rozsifenim .dsf. Program MODELPRO se spousti prikazem:
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MODELPRO modely.dsf

modely.dsf znaéi soubor se zdrojovymi tvary modeld (implicitné na cesté nastavené v
konfiguraci simuldtoru pro pfistup ke knihovné s rozsifenim .dsf).
Zcela novou zakaznickou knihovnu lze ziskat tak, ze se vytvoii nova knihovna model.lib
obsahujici pouze modely zékladnich prvkd (primitiv.1lib) a k ni se pouzitim programu
MODELPRO pftipoji modely pozadovanych prvk.
Ke tvorbé modelti slouzi jednoduchy jazyk. Format zdrojového tvaru modelu je:

:Jméno_typu Jméno_knihovny Pocet_pint
{ zapojeni prvkd }

)

Jméno_prvku je jméno, které se musi shodovat se jménem v knihovné OrCAD/SDT,

Jméno_knihovny je jméno knihovny, které se uvadi ve formatu EDIF a pfi generovani
seznamu spoju programem NETLIST odpovidd knihovné pouzité pfi kresleni schématu.

Pocet_pini udéva pocet vyvodl prvku, tj. napi. u pouzdra se 14 vyvody 14.

Télo modelu prvku je tvofeno popisem zapojeni zédkladnich prvki (primitiv) tvaru:

Typ_primitiva(vstupy; vystupy; zpozdéni);

Typ_primitiva je jméno nékterého ze zakladnich prvki, vstupy znaci seznam vstupu za-
kladniho prvku, oddélenych ¢arkami, vystupy znaci seznam vystupi zakladniho prvku, od-
délenych ¢arkami, zpoZdéni znaci seznam casovych charakteristik zadkladniho prvku.

Na misté vstupu mize byt ¢islo vyvodu modelovaného prvku, oznaceni vnitfniho uzlu,
logického uzlu, logickd 0 (ZERO) nebo logickd 1 (ONE). Na misté vystupu mtze byt ¢islo
vyvodu prvku, oznaceni vnitfniho uzlu nebo oznaceni logického uzlu. Pro oznacovani plati
konvence:

P<&islo> vyvod prvku,
N<¢&islo> vnit¥ni uzel,
L<¢islo> logicky uzel.

Logické uzly predstavuji vystupy tzv. logickych hradel (s nulovym zpozdénim). Neplanuji
se pro né zadné udalosti, nybrz vypocitana hodnota je okamzité k dispozici. Proto na rozdil
od obycejnych hradel zavisi u logickych hradel na poradi zapisu. Z tohoto divodu je tieba
dodrzovat zasadu, Ze nepouzijeme logicky uzel jako vstup diive, neZ byla definovana jeho
hodnota na vystupu logického hradla. Vyhoda logickjch hradel spocivd v tom, Ze jsou z
hlediska simulace efektivnéjsi.

ZpoZzdeni se zadava v zavislosti na poctu ¢asovych idaja pro dany typ zakladniho prvku
jako dvojice seznami oddélenych ¢arkami — prvy pro minimalni, druhy pro maximéalni
hodnoty.

Mezi zdkladni pruky patii hradla AND, NAND, OR, NOR, XOR, XNOR, INV (inver-
tor) a BUF (buffer). Hradla kromé INV a BUF maji 2 az 16 vstupt a jsou charakterizovéna
zpozdénim TPLH a TPHL. Logicka hradla jsou typu LAND, LNAND, LOR, LNOR, LXOR,
LXNOR a LINV. K dispozici jsou i modely zékladnich sekvencnich prvkd, napf. klopného
obvodu typu D (DFFPC), ktery je charakterizovan 10-ti ¢asovymi parametry (zpozdéni ho-
diny - vystup, pfedstih a pfesah na vstupu D, minimalni §itka hodinového impulsu, zpoz-
déni nastaveni, nulovani -; vystup, minimalni siftka nastavovaciho nebo nulovaciho impulsu,
minimalni odstup nastaveni nebo nulovani vzhledem k hodindm).

Kromé zakladnich prvku lze v popisu pouzit prikaz SET, ktery slouzi k urcent sily signalu.
Format prikazu je:
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SET(sila);

kde sila = {DRIVE, RHIGH, RLOW}.

Implicitni hodnota je DRIVE a znamena, Ze signaly na vystupu maji silu odpovidajici bu-
zeni (drive). Pouziti piikazu SET znadi, ze od daného mista se sila vystupnich signéld uréuje
podle parametru tohoto piikazu. Hodnota RHIGH znadi, ze pokud mé vystup prvku hod-
notu 1, bude chipana jako odporova (resistive) - hodnota 0 zlstéava se silou buzeni. Pro
hodnotu RLOW je situace opacna. Téchto prostiedki lze s vyhodou vyuzit napf. k modelo-
vani montaznich funkci.

Pro ilustraci uvedeme modely prvki 7400 a 7474. Mély by tvar:

17400 TTL 14
NAND(P1,P2;P3;22,15,25,18);
NAND(P4,P5;P6;22,15,25,18) ;
NAND(P10,P9;P8;22,15,25,18);
NAND(P13,P12;P11;22,15,25,18);

h

17474 TTL 14
DFFPC(P2,P3,P4,P1;P5,P6;25,40,20,5,30,37,25,40,30,

0,28,43,20,5,30,37,28,43,30,0) ;
DFFPC(P12,P11,P10,P13;P9,P8;25,40,20,5,30,37,25,40,
30,0,28,43,20,5,30,37,28,43,30,0) ;

8.7 Simulace na urovni meziregistrovych prenosi

Ve svété existuje fada jazyka, které Ize oznacit za jazyky trovné meziregistrovych prenosu.
V nékterych pfipadech vznikly z néjakého univerzalniho vyssiho programovaciho jazyka
zavedenim jazykovych prostfedki, usnadnujicich popis ¢islicovych zafizeni.

Program, zapsany v jazyce meziregistrovych pfenosti, méa zpravidla podobnou strukturu
jako programy ve vysSich programovacich jazycich: mtizeme rozlisit deklara¢ni a piikazovou
¢ast. V deklaracni cdsti jsou deklarovany zakladni strukturni prvky. Uvadi se jejich typ,
jméno a dimenze. Jednotlivé jazyky se odliSuji zejména typy prvki, které lze deklarovat,
dimenzemi a zptsobem indexace. Typickym piikladem je deklarace pamétovych prvki typu
registr nebo pamét. Napr. deklarace:

register IR[15:0];

miize deklarovat registr, kterym modelujeme instrukéni registr. Navic 1ze casto oznacit ¢ast
deklarované struktury novym jménem. Ma-li nas instrukéni registr v bitech 15 az 12 operacni
kéd a v bitech 11 az 0 je adresa operandu, mohlo by mit pfejmenovani tvar:

subregister OPK = IR[15:12], ADR = IR[11:0];

Podobné lze ¢asto skupiny prvku retézit a takto vytvorenou skupinu nové pojmenovat.

Kromé deklaraci paméfovych prvkii se deklaruji obvykle vystupy kombinac¢nich obvodii
jako propojeni pamétfovych prvki s pfipadnymi transformacemi hodnot. Pro tyto tcely se
pouziva nejcastéji klicové slovoterminal. Deklarace tvaru:

register A[7:0], B[7:0];
terminal T = A + B;
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miuiZe reprezentovat vystup scitacky, ktera sc¢itd hodnoty registri A a B.

Rizné jazyky umoznuji deklarovat jesté dalsi typy prvki. Deklarace neposkytuji zadné
informace tykajici se realizace, nebotf jsou nepodstatné na trovni abstrakce odpovidajici
arovni meziregistrovych ptrenost.

Zatimco deklarac¢ni ¢ast zachycuje strukturu popisovaného systému, funkce a algoritmus
¢innosti jsou vyjadieny v prikazové cdsti. V prikazech se vyskytuji operace, které urcuji
zakladni funkéni operace, realizované v popisovaném zarizeni. Mohou to byt napf¥. operace
logické, aritmetické, posuvy a rotace apod. Pro jazyky meziregistrovych prenosi je charakte-
ristické, Ze operace jsou definovany nad vektory. Typickym pfikazem je prenos mezi registry.
Jestlize A znadi registr a B dalsi registr nebo vystup kombina¢niho obvodu, potom operaci
prenosu hodnoty z B do registru A miZeme zapsat piikazem:

A <-B

Operator <- znaci prenos hodnoty do registru. Napravo od operatoru pfenosu muze zpra-
vidla byt vyraz popisujici trasformace pfi pfenosu. Pfikazy prenosu se u typickych jazyka
meziregistrovych pienosi odlisuji od piikazl spojeni, které popisuji propojeni v kombinac-
nich obvodech.

Jiz jsme uvedli, Ze na trovni meziregistrovych prenosu lze rozlisit fidici signély. Pti popisu
funkce se tato skuteCnost projevuje pouzivanim riznych podminénych piikazti. Syntax se
znacné lisi, ale ve vétsiné jazykt jsou k dispozici piikazy odpovidajici béznému konstruktu
IF-THEN.

Pro popis funkce je dulezity vztah posloupnosti pfikazt prikazové ¢asti k posloupnosti
provadéni operaci. Z tohoto hlediska lze rozlisit jazyky:

e neproceduralni
e proceduralni

U neprocedurdlniho jazyka neni poradi, v némz jsou prikazy zapsany, podstatné. Vy-
sledek je vzdy stejny. Musi existovat mechanismus, ktery poradi provadéni urci. Jednou z
moznosti je opatfeni kazdého pfikazu navéstim ve tvaru néjaké podminky, ktera rozhodne
o tom, zda mé byt pfikaz vykonan. Tento zptlisob pouZiva napt. jazyk CDL (Computer De-
scription Language). Navésti viak miize mit také tvar pojmenovaného stavu a provadsji se
prikazy odpovidajici aktualnimu stavu. Tento zplisob se pouziva u jazyka vychazejicich z
pojeti modelovaného zafizeni jako kone¢ného automatu. Typickym piikladem je jazyk DDL
(Digital Design Language). VSechny piikazy, jejichZ vykonani je povoleno hodnotou névésti,
resp. které odpovidaji aktudlnimu stavu, jsou provedeny soucasné (z hlediska modelového
¢asu). Potadi provadéni piikazii mize byt také fizeno uddlostmi, podobné jako vyhodnoco-
vani prvka u logickych simulatort fizenych udalostmi.

Naproti tomu u procedurdlnich jazyki poradi zapisu prikazi urcuje i poradi provadéni.
Maji-li byt nekteré piikazy provadény soucasné, musi byt tato skutecnost syntakticky ozna-
Cena.

Pfi simulaci na Grovni meziregistrovych prenosi se pouzivaji nejcastéji dvou- nebo tiihod-
notové modely signalt a jednotkové zpozdéni. Simulatory mohou byt opét implementovany
jako kompilované nebo interpretacni.

Mezi typické predstavitele jazyk meziregistrovych prenost kromé jiz zminénych CDL
a DDL patii jazyky AHPL (A Hardware Programming Language) a ISP (Instruction Set
Procssor). Jde o jazyky, které vznikly jiz na pfelomu 60. a 70. let a od té doby zaznamenaly
fadu modifikaci. Jejich charakteristiku lze nalézt v [Neuschl]. Zde si pro blizsi pfedstavu o
tvaru programu v jazyce meziregistrovych prenost uvedeme pouze jednoduchy priklad.
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Uvazujme obvod, ktery vytvari sériovym zptsobem doplnék ¢isla, ulozeného v néjakém
registru R. Podstata algoritmu spociva v tom, Ze jednotlivé bity registru R se kopiruji
nebo neguji. Za¢ind se nejméné vyznamnym bitem registruR a bity se kopiruji tak dlouho,
dokud se nenarazi na prvy nenulovy bit. Dalsi bity se potom jiz neguji. Predpoklddejme
pouziti osmibitového posuvného registru R, klopného obvodu S indikujiciho, zda se ma bit
kopirovat nebo negovat, a potiebnych kombinaénich obvodfi. Ridici éast zahrnuje hodiny
H, citac posuvi C' a stavovy klopny obvod T, ktery je ovladan signdlem P, spoustéjicim
prevod.

Program v jazyce CDL by mohl mit tvar:

REGISTER, R(0-7), S, C(2-0), T
SWITCH, P(ZAP, VYP)
CLOCK, H
/P(ZAP)/ T=1, C=0, S=0
/T*H/ IF (S .EQ. 0) THEN (S=R(7), R=R(7)-R(0-6))
ELSE (R=R(7)’-R(0-6)),
IF (C .EQ. 7) THEN (T=0) ELSE (C=C .CNTUP.)
END

Program je dostatecné srozumitelny. V deklara¢ni ¢asti je ukdzana moznost rizného inde-
xovani registrii. Vstupni signal P pro spusténi pfevodu je modelovan spinac¢em s polohami
ZAP a VYP.V ptikazové ¢asti je kazdy piikaz opatfen nédvéstim (vyraz mezi lomitky). Ope-
rator - znadi zfetézeni a je pouzit k popisu rotace, resp. rotace s negaci (operator ') obsahu
registru R.

Pfi simulaci se vyhodnocuji navésti a provadéji prikazy s aktivnim navéstim (s hodnotou
1). Kazdé vyhodnoceni vSech navésti se nazyva cyklus ndvésti. Dilezité je, Ze vSechny ptikazy
jsou v rdmci cyklu navésti zpracovany kvaziparalelné, tj. nové hodnoty jsou nastaveny vzdy
az na zavér cyklu navésti. Proto ma jazyk neproceduralni charakter.

Ve srovnani s ptikazy pro fizeni simulace na trovni logickych ¢lent prostiedky pro Fizeni
simulace na trovni meziregistrovych pfenost odrazeji vyssi abstrakci pohledu na modelovany
systém. Ptiklad lze nalézt v [?].

Jazyky meziregistrovych pfenosti maji velkou vyhodu ve srozumitelnosti popisu. Jejich
nevyhodou je, Ze jsou pouZzitelné pouze pro trovel meziregistrovych pienosii, nebot pouzivaji
strukturni prvky a operatory typické pravé pro tuto aroven.

Vyvoj modernich jazykid pro logickou simulaci je charakteristicky snahou pokryt co nej-
vétsi skalu drovni popisu systému, pro néz by byl pouzitelny. V soucasnosti se stava stan-
dardem, ktery tento pozadavek do znac¢né miry spliuje, jazyk VHDL.

8.8 Charakteristika jazyka VHDL

Jazyk VHDL (VHSIC Hardware Description Language) vznikl v USA v rdmci stejnojmenného
programu, ktery navazoval na program VHSIC (Very High Speed Integrated Circuits), ktery
byl zaméfen na vyzkum a vyvoj technologie vysoce rychlych integrovanjch obvodt. Jiz
v pocatcich feseni tohoto programu se totiz ukdzala potfeba standardniho jazyka pro popis
obvodi, ktery by umoznoval snadnou komunikaci navrhovych dat. Proto byly zformulo-
vany pozadavky na novy jazyk s pfihlédnutim k provedené analyze nékolika pouzivanych
jazykt. Jednim z pozadavkid bylo, aby jazyk co nejvice pouzival konstrukei programova-
ciho jazyka Ada. Na ndvrhu a implementaci se podileli pracovnici firem Intermetrics, IBM
a Texas Instruments, coZz spolu se skutec¢nosti, Ze program byl financovan ministerstvem
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obrany USA, pfispélo k jeho zna¢nému rozsifeni. Jazyk VHDL byl piijat jako standard
ministerstva obrany USA a pozdéji i jako standard IEEE [35].

Zakladnim pojmem jazyka VHDL je ndvrhovd entita. Modeluje ¢islicovy systém libovolné
slozitosti. Mtze jit o hradlo, klopny obvod, ale i pocitacovy systém. Kazda navrhova entita
je charakterizovana svym rozhranim a jednim nebo nékolika alternativnimi tély.

Rozhrani obsahuje definice spolecné viem télim. Cést z téchto definic uréuje vnéjsi po-
hled na entitu tim, ze specifikuje komunikaéni kanaly, jejichz prostfednictvim entita komu-
nikuje s okolim.

Kazdé télo popisuje alternativni pohled na navrhovou entitu. Napf. jedno té€lo muze
obsahovat popis chovani, dalsi architektonicky popis odpovidajici ¢innosti na Grovni mezi-
registrovych pfenosi, jind téla riazné implementace této navrhové entity.

Jazyk VHDL je pomérné slozity. V dalsim se omezime pouze na nékteré jeho rysy, které
budeme ilustrovat na velice jednoduchém piikladé jednobitové séitacky. Slozitéjsi priklad
s podrobnéjsim vykladem lze nalézt v [?].

Rozhrani s¢itacky v jazyce VHDL by mohlo vypadat takto:

entity Full_Adder is

port (X, Y : in Bit;
Cin : idin Bit = ’0’;
Sum : out Bit;

Cout : out Bit );
end;

Rozhrani entity zahrnuje pfedevsim informace viditelné zvnéjsku. Jsou to vstup/vystupni
porty definujici kandly, kterymi entita komunikuje s okolim, a tzv. generické parametry v
pripadé, ze entita je genericka, tj. kdyz se néktery parametr urcujici jeji strukturu, chovani
nebo prostfedi mize lisit u jednotlivych vyskytt entity.

V nasem pripadé mame definovany Ctyri porty. Definice portu obsahuje kromé jména
také jeho rezim a typ. Rezim urcuje smér prenasené informace. U nas jsou porty X, Y
a Cin vstupni a Sum a Cout vystupni. Ve vSech pfipadech jsou porty typu Bit, coz je
preddefinovany typ jazyka.

Jazyk VHDL poskytuje dva typy téela entity:

e architektonické télo,
e konfigurac¢ni télo.

Architektonické telo vyjadiuje vztah mezi hodnotami na vstupnich a vystupnich portech na-
vrhové entity. Tento vztah mtze byt popsan bud pomoci prikazt vyjadiujicich transformace
vstupnich signalt nebo ptikaz, explicitné popisujicich propojeni prvkt a portt. Konfigu-
racni télo obsahuje globalni informaci vyjadiujici vztah mezi riznymi entitami (napf. které
navrhové entity modeluji prvky pouZité v architektonickém popisu a jak se transformuji
globélni signaly mezi entitami).

V ramci architektonického téla lze pouzit dva zakladni tvary popisu:

e strukturni — popisuje predevs§im propojeni prvki,
e chovdni.

P1i popisu chovani se mohou uplatnit dva styly:

e popis toku dat — popisuje provadéné transformace dat pomoci ptikazi, odpovidajicich
jazyktm meziregistrovych pfenost,
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e popis algoritmu — popisuje provadéné transformace prostfednictvim vyjadieni algo-
ritmu urcéeni vystupnich odezev na zmény na vstupech.

Diky spolecné sémantice 1ze v ramci jednoho architektonického téla zptisoby popisu libovolné
kombinovat.

Vsechny tfi uvedené formy popisu budeme ilustrovat na architektonickém téle naseho
prikladu. Pokud bychom piedpokladali strukturu sc¢itacky podle obr. ??, vypadal by Cisté
strukturni popis takto:

architecture Structural of Ful_Adder is
signal S1, S2, S3: Bit; --vnit¥ni signaly
component XOR_G --deklarace prvki
port (X1, X2: in Bit; X01: out Bit);
end component;
component AND_G
port (A1, A2: in Bit; AO1: out Bit);
end component;
component OR_G
port (01, 02: in Bit; OU1l: out Bit);
end component;
-- konfiguracni specifikace
for all: XOR_G use entity XOR_Gate(Behave) ;
-- je pouZito implicitni mapovéni portu (stejnd jména a typy)
for all: AND_G use entity AND_Gate(Behave);
for all: OR_G use entity OR_Gate(Behave);
begin
XOR1: XOR_G port map (X,Y,S1); —-- pouZzito poziéni pfirazeni portd
XOR2: XOR_G port map (S1,Cin,Sum);
AND1: AND_G port map (X,Y,S3);
AND2: AND_G port map (S1,Cin,S2);
OR1 : OR_G port map (01=>S2,02=>S3,0U1=>Cout); -- expl. pfifazeni portd
end Structural;

Strukturni popis sestava ze tii zakladnich ¢asti. Prvou je deklarace typa prvka, tj. typu
entit pouzitych v popisu, druhou konfigura¢ni specifikace udavajici, které konkrétni entity
z knihovny a kterd jejich téla maji byt pouzity pro modelovani potfebnych typt prvki. Treti
¢ast popisuje propojeni prvkid. Entity komunikuji prostfednictvim signdli. Jazyk VHDL
rozliSuje mezi proménnou a signalem. Proménna je zde chapana obvyklym zptisobem, signaly
mohou byt obdobnjch typd jako proménné, avsak se zménou hodnoty je spojena udalost,
ktera ma za nasledek Sifeni nové hodnoty na patficna mista.

Pfi popisu toku dat se pouzivaji tzv. soubéiné piikazy (concurrent statements). Kazdy
takovy piikaz se provadi pfi udalostech signdld s nim spojenych (napf. vyskytujicich se ve
vyrazu napravo od operdtoru pfifazeni u pfifazovaciho pi¥ikazu). Jako soubézné se oznacuji
proto, Ze pfi zméné signédlu, ktery se vyskytuje v nékolika soubéznjch prikazech, jsou tyto
piikazy zpracoviny soubézné (nové hodnoty se nastavuji az po vyhodnoceni vSech soubéz-
nych pitkazi). Jazyk je proto v této ¢asti neproceduralni.

Pro nas priklad by byl popis toku dat jednoduchy:

architecture DataFlow of Full_Adder is
signal S1, S2: Bit; -- vnitf¥ni signaly
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begin

S1 <= X xor Y; —-- pouzito implicitni zpozZdéni

S2 <= S1 and Cin; —-- provadi se pri zmé&né& S1 nebo Cin
Sum <= S1 xor Cin;

Cout <= S2 or (X and Y); -- provadi se p¥i zméné& X, Y nebo S2

end DataFlow;

V nasem pfikladé jsme pouzili soubézné piikazy prifazeni hodnoty signalu. Pfifazeni je
vzdy provedeno s néjakym zpozdénim, které mize byt zadano explicitné nebo je pouzito
implicitni zpozdéni, které je nekoneéné malé, ale soucasné nenulové (pfifazeni se provede
v aktudlnim modelovém ¢ase, ale az po vyhodnoceni vSech pfikazti). Soubézné piikazy mohou
mit i tvar podminéného pfirazeni, prepinace apod. Tento styl popisu odpovidd zpiisobu
pouzivanému u jazykd meziregistrovych prenost s tim rozdilem, ze tady vSechny registry
a terminaly jsou deklarovany jako signaly napf. preddefinovaného typu BIT_VECTOR.

Cisté chovani se v jazyce VHDL popisuje prikazem procesu. Obsahuje deklarac¢ni a piika-
zovou Cast, kterd zahrnuje pouze sekvencni prikazy vyjadiujici algoritmus, ktery specifikuje
odezvy na vystupech v zavislosti na zménéch na vstupech bez jakychkoliv informaci a pred-
pokladii o struktute. U kazdého procesu se uvadi seznam signald, na které je proces citlivy.
Sam piikaz procesu je jednim ze soubéznych prikazl, a proto se prikazy jeho téla provadéji
vzdy pfi zméné nékterého z téchto signali.

N&as priklad je velice jednoduchy, nicméné i zde miZeme plné abstrahovat od vnitini
struktury a definovat proces, ve kterém pouzijeme operaci aritmetického souctu. Ta je vSak
definovana pro typ INTEGER, proto je potfeba pouzit vhodnou konverzni funkci. Jazyk
VHDL ptevzal z jazyka Ada koncepci prace s moduly (package), které obsahuji uréity lo-
gicky celek dat a akci. Pfedpokladejme, Ze mame potfebné konverzni funkce v modulu Con-
vert_Pack. Zpfistupnit je 1ze pouzitim klauzule use. Soucasné ukazeme pouziti piikazu bloku,
ktery kromé entit pfedstavuje hlavni mechanismus strukturalizace popisu. Miize mit zédhlavi,
ve kterém lze pouzit klauzule port a port map, s nimiz jsme se jiz setkali u strukturniho
popisu. My pouzijeme rozhrani bloku pravé ke konverzi typu Bit na INTEGER a naopak.
Algoritmicky popis s¢itacky by mohl mit tvar:

architecture Functional of Full_Adder is
use Convert_Pack.all -- zpfristupni vS8e v modulu
begin
FF block
port(A,B,C: in INTEGER; S,CO0: out INTEGER);
—-- konverze typl se provadi na portech
port map (A => Bin_to_Int(X), B => Bin_to_Int(Y),
C => Bin_to_Int(Cin), Int_to_Bin(S)=>Sum,
Int_to_Bin(CO) => Cout);

process (A, B, C) -- seznam signald, na néZ je proces citlivy
variable Intl: INTEGER; —-— obyCejnd proménna
begin

Intl := A+ B + C; -- sekvenéni prikazy

S <= Intl mod 2;

C0 <= Int1/2;

end process;
end block FF;
end Functional;

V nasem piikladu jsme v ramci téla entity pouzili vzdy jen jeden styl popisu. Syntax
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jazyka vSak umoznuje vSechny tii styly pouzivat soucasné v ramci jednoho téla. To muze

vvvvv

strukturu), zatimco o zbyvajici ¢asti mame pfedstavu pouze na trovni chovani nebo toku
dat.

I mala ¢ast prostredki jazyka VHDL, kterou jsme si ukazali, svéd¢i o tom, Ze jde o slozity
jazyk. Diky své obecnosti je pouzitelny pro simulaci na riznych drovnich (mixed-level).
Vsimnéme si, ze i kdyz je pfeddefinovan typ Bit, podporujici dvouhodnotovou simulaci, lze
nadefinovat i jiné typy pro vicehodnotovou simulaci. Ve srovnani se zptisobem prace, ktery
vyuzivé strukturnich modeld, jak jsme vidéli v pfipadé systému OrCAD/VST, se mtize zdat
VHDL pro navrhare tézko zvladnutelny. Jeho modelovaci schopnost je vSak nesrovnatelné
vyssi a zpravidla jsou k dispozici knihovny s moduly, které modelovani usnadnuji.
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Kapitola 9

Strucna referencni prirucka
SIMLIB

Tato ¢ast textu! shrnuje struéné informace o standardnich t¥idach, objektech a funkcich
obsazenych v SIMLIB. Jsou vynechany vSechny nepodstatné detaily implementace — aby
se popis nemusel s dalsim vyvojem knihovny pfili§ ménit. Protoze jde o pfirucku, pouzivame
abecedniho fazeni polozek.

9.1 Hierarchie t¥id SIMLIB

(zjednoduSeno)

SimObject
aBlock
Frict
Graph
Insv
Integrator
Lim
Qntzr
Status
Blash
Hyst
Relay
aCondition
BoolCondition
aQueue
Queue
Entity
Process
Event
Facility
Histogram
Stat

1 Aktualizovano 1998
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Store
TStat
Variable

9.2 T¥ida aBlock

Bézovou tridou pro vsechny t¥idy objektti se spojitym chovanim a jednim vystupem je
abstraktni tFfida aBlock. Tato tfida definuje podstatné spole¢né vlastnosti pro vSechny spojité
bloky, pfedevsim ziskani hodnoty bloku metodou Value. Deklaruje téz virtualni metody pro
vyhodnoceni bloku. Bloky lze navzajem propojovat.

Value double Value()=0;

Metoda Value je urcena pro ziskani hodnoty vystupu bloku. Je definovana pro vSechny
t¥idy odvozené ze t¥idy aBlock.

9.3 T¥ida aCondition

Tato tfida je abstraktni bazovou tfidou pro vSechny tfidy, popisujici stavové podminky.
Definuje zakladni operace, nutné pro detekci zmén stavovych podminek a pro vyvolani pri-
slusnych stavovych udalosti.

9.4 Tiida aQueue

Trida aQueue predstavuje abstraktni frontu objektd. Slouzi jako bazova tfida pro fronty
s riazné definovanym usporadanim. Umoziiuje uchovavani objekti t¥id, odvozenych z t¥idy
Entity. Plati pravidlo, Ze jeden objekt muze byt v jednom okamziku nejvyse v jedné fronté.

Clear

virtual void Clear();

Tato metoda zrusi vSechny objekty ve fronté a inicializuje frontu.

Empty

int Empty();

Metoda Empty testuje, je-li fronta prazdna.

Get

virtual Entity *Get(Entity *e)=0;

virtual Entity *Get()=0;

Metoda Get vyjme zadany, resp. frontou definovany (obvykle prvni) prvek z fronty.

GetFirst,GetLast

Entity *GetFirst();

Entity *GetLast();

Metody GetFirst a GetLast vyjmou prvni, resp. posledni prvek z fronty.

Insert

virtual void Insert(Entity *e)=0;

Metoda Insert zaradi prvek e do fronty podle usporadani, které definuje fronta. Tato
metoda je nejcastéji pouzivana pro vstup objektu do fronty.

Length

unsigned Length();

Metoda Length vraci pocet objekti, zafazenych ve fronté.
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9.5 Trida Blash - vile v prevodech

Tato tfida popisuje stavové bloky se spojitym chovanim a charakteristikou, ktera je uvedena
na obrazku:

Konstruktor

Blash(Input x, double p1, double p2, double tga);

Konstruktor vytvori blok a inicializuje jeho parametry. Parametr tga je tangentou thlu
alfa.

Value

double Value()=0;

Metoda Value vraci hodnotu vystupu bloku, tj. stav bloku.

9.6 Trida BoolCondition - stavova podminka

Tato abstraktni tfida popisuje chovani stavovych podminek, které reaguji (volanim metody
Action) na zménu hodnoty vstupu (metoda Test), a to bud z hodnoty nula (FALSE) na
hodnotu rtiznou od nuly (TRUE), nebo obracené. Pro detekci zmény podminky je pouZzita
metoda piileni intervalu. Metody Test a Action nejsou v této tfidé definovany, t¥ida se
pouziva jako bazova pro uzivatelské t¥idy, které tyto metody definuji.

Action

virtual void Action()=0;

Metoda popisuje reakci na zménu pravdivostni hodnoty podminky. Tato metoda musi
byt definovana v odvozené t¥idé.

Mode

enum DetectionMode DetectUP, Detect DOWN, Detect ALL

void Mode(DetectionMode m);

Metoda Mode umoznuje rozliSeni riiznych ptripadti zmény podminky. DetectUP zptisobi
detekci zmény pouze z hodnoty FALSE na hodnotu TRUE, Detect DOWN detekuje opacnou
zménu. DetectALL zapne detekci obou zmén.

Test

virtual int Test()=0;

Metoda Test slouzi pro zapis vstupu podminky. Vyhodnocuje se priibézné pri simulaci
a zména pravdivostni hodnoty zpusobi vyvolani metody Action. Tato metoda musi byt
definovana v odvozené tride.

Priklad

Integrator il(x); class MyCondition : BoolCondition int Test() return il.Value();10;
void Action() x = -x.Value(); public: MyCondition() Mode(DetectUP); ;

9.7 Tiida Entity

Tato trida je abstraktni bazovou tfidou pro vsechny prvky modelu, které maji popsano svoje
chovani udalostmi nebo procesy. Definuje chovani spole¢né udélostem i procestim, predevsim
jde o zafazovani do front a planovani akci. Entita mizZe byt zafazena pouze v jedné fronté
(nemutiZze byt na dvou mistech soucasné).

Activate

virtual void Activate();

virtual void Activate(double t);

Planuje aktivaci entity na ¢as t (implicitné ihned).

Head
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aQueue *Head();

Vraci ukazatel na frontu, ve které je objekt zarazen.

Idle

int Idle();

Test, je-li naplanovana reaktivace entity. V pfipadé, Ze neni aktivac¢ni zdznam entity v
kalendéfi, vraci nenulovou hodnotu (TRUE). To znamend, Ze entita ¢ekd v nékteré fronté,
nebo ¢eka na WaitUntil podminku.

Into

void Into(aQueue *Q);

Zaradi objekt do fronty Q, usporadani je definovano frontou.

Out

void Out();

Vyjme prvek z fronty, je-li v nékteré zarazen.

Passivate

virtual void Passivate();

Deaktivuje entitu, tj. vyfadi jeji aktiva¢ni zdznam z kalendére.

Priority

tPriority Priority;

Priorita entity. Pouziva se pfi feSeni problému s planovanim vice entit na jeden a tentyz
okamzik. Typ tPriority mé rozsah od nuly do 255. Nejnizsi priorita je nulova.

9.8 T¥fida Event

Tato abstraktni tfida popisuje vlastnosti entit, jejichz chovani v Case je popsano udalostmi
(tj. akcemi, b&hem jejichz provadéni nedochézi ke zméné modelového Gasu - nelze je pre-
rusit). Udalosti jsou ekvivalentni procesim, které nepouZivaji pferusovaci piikazy. Jejich
implementace je efektivnéjsi nez u procest. Pouzivaji se predevsim pii periodickém sledo-
vani stavu modelu, jako generatory objekt nebo pro modelovani jednorazovych déji. Dédi
vlastnosti tridy Entity.

Activate

virtual void Activate();

virtual void Activate(double t);

Planuje aktivaci udélosti na ¢as t (implicitné ihned). Aktivaci udélosti se rozumi prove-
deni metody Behavior.

Behavior

virtual void Behavior()=0;

Vykonna funkce, definujici akce udalosti. Uzivatel ji musi definovat v odvozené tridé.
Tato funkce je nepfrerusitelna.

Konstruktor

Event (tPriority p=DEFAULT_PRIORITY);

Vytvori udélost se zadanou prioritou. Implicitni priorita udalosti je rovna nule (nejnizsi).

Priority

tPriority Priority;

Priorita udalosti. Pouziva se pfi feSeni problému s planovanim vice udalosti na jeden a
tentyz okamzik. Typ tPriority méa rozsah od nuly do 255. Nejnizsi priorita je nulova.

Schedule

void Schedule(double t);
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Planuje aktivaci udélosti na dobu t. Je ekvivalentni metodé Activate(t).
Terminate

void Terminate();

Zruseni aktivni udélosti.

9.9 Trida Facility

Tato tfida predstavuje zafizeni s vyluénym pristupem. To znamend, ze toto zafizeni smi
byt obsazeno pouze jednou entitou. Zarizeni ma dvé fronty - frontu vstupni Q1 a frontu
prerusené obsluhy Q2.

Busy

int Busy();

Metoda vraci nenulovou hodnotu (TRUE), je-li zafizeni obsazeno.

Clear

virtual void Clear();

Inicializace zafizeni. Zrusi entity ve frontach a fronty, pokud byly vytvoreny dynamicky

zafizenim.

in - entita v obsluze
Entity *in;
Obsahuje ukazatel na entitu pravé obsluhovanou zafizenim nebo NULL v pfipadé, Ze

za¥izenl neni obsazeno.

Konstruktor,Destruktor

Facility();

Facility(char *name);

Facility(Queue *queuel);

Facility(char *name, Queue *Queuel);

virtual Facility();

Inicializuje zafizeni jménem name, je mozné explicitné zadat vstupni frontu. Implicitné

je zafizeni volné.

Q1,Q2 - fronty u zafizeni

Queue *Q1;

Queue *Q2;

Vstupni fronta a fronta entit, jejichz obsluha byla prerusena.

QueueLen

unsigned QueueLen();

Délka vstupni fronty zafizeni. Tento idaj je pouzitelny pro omezeni délky fronty.
Queueln

virtual void Queueln(Entity *e, tPriority sp);

Metoda Queueln zaradi entitu e do vstupni fronty Q1 podle priorit v tomto poradi:
(1) priorita obsluhy (nejvétsi je prvni) (2) priorita entity (3) FIFO

Podle stejnych pravidel je fazena i fronta Q2.

Release

virtual void Release(Entity *e);

Uvolni zafizeni. Je chybou, provede-li se uvolnéni neobsazeného zafizeni. Je chybou,

uvolnuje-li zafizeni jina entita nez ta, ktera je obsadila.

Seize
virtual void Seize(Entity *e, tPriority sp);
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Obsazeni zafizeni entitou e s prioritou obsluhy sp. Je-li zafizeni jiz obsazeno entitou s
mensi prioritou obsluhy nez je sp, potom pferusi obsluhu této entity, zaradi ji do fronty pre-
rusené obsluhy a obsadi zafizeni entitou e. Jinak vstoupi do vstupni fronty zafizeni metodou
Queueln. Entity, ¢ekajici ve fronté prerusenych maji pfi stejné priorité obsluhy pirednost
pred entitami, cekajicimi ve vstupni fronté. Usporadani front je popsano v popisu metody
Queueln.

tstat - statistika zarizeni

TStat tstat;

Tato Casovéa statistika umoznuje vypocet primérného vyuziti zarizeni.

SetName, SetQueue

void SetName(char *name);

void SetQueue(Queue *queuel);

Explicitni nastaveni jména, resp. vstupni fronty. Pouziva se predevsim pri inicializaci
poli zafizeni.

Output

virtual void Output();

Operace tisku stavu a statistik zarizeni véetné statistik front.

9.10 T¥ida Frict - treni

Trida Frict implementuje nestavové bloky s charakteristikou tfeni:
Konstruktor
Frict(Input x, double rl, double r2, double tga);
Value
double Value()=0;
Metoda Value vraci hodnotu vystupu bloku.

9.11 Trida Graph

Tato trida je urcena pro zdznam hodnot ziskanych pii spojité simulaci do vystupniho sou-
boru. Vystup hodnot probiha automaticky, soubor musi byt otevien volanim funkce Ope-
nOutputFile v popisu experimentu. Tento soubor lze po skonceni simula¢nich experimentt
prohliZet vystupnim editorem (program OE).

Konstruktor

Graph(char *name, Input x, double step);

Parametrem konstruktoru je jméno grafu, tj. jméno ukladaného pribéhu, vstupni objekt,
jehoz hodnota bude zaznamendvana a interval ukladani vstupnich hodnot do souboru.

Priklad:

Integrator Teplota(x,20); Graph G(” Teplota”, Teplota,0.01);

int main() OpenOutputFile(”ZAZNAM.OUT”); Init(0,10); Run();

9.12 Trida Histogram

Objekty tfidy Histogram sleduji ¢etnost vstupnich hodnot v zadanych intervalech. Histogram
ma tyto parametry:

name jméno histogramu

low dolni mez = zacCatek prvniho intervalu

step krok = §ifka intervali
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count pocet intervali

Kromé toho se sleduji hodnoty, které jsou mensi, nez dolni mez prvniho intervalu a vétsi,
nez horni mez posledniho intervalu. Situaci ilustruje obrazek:

Clear

virtual void Clear();

Inicializace histogramu.

Konstruktor,Destruktor

Histogram/();

Histogram(double low, double step, int count);

Histogram(char *name, double low, double step, int count);

Histogram();

Vytvofeni a ruseni histogramu se zadanymi parametry.

operator () - zdznam hodnoty

void operator ()(double x);

Tato operace zaznamené hodnotu x do histogramu.

operator [] - éetnost v intervalu

unsigned operator [](unsigned i);

Tato operace vraci Cetnost v i-tém intervalu histogramu. Je-li index i mimo meze vraci
nulu.

Output

virtual void Output();

Operace tisku histogramu do standardniho textového vystupu. Tiskne se formou tabulky.

Piiklad:

Histogram H(”Histogram1”,0,0.1,100); double x; ... H(x); // zdznam hodnoty proménné
x H(5); // zdznam hodnoty 5 ... H.Output(); // tisk histogramu H

9.13 Trida Hyst - hystereze

Hystereze je nelinearita s vnitinim stavem. Charakteristika hystereze je na obrazku:
Konstruktor
Hyst(Input x, double pl, double p2, double y1, double y2, double tga);
Vytvori a inicializuje parametry bloku.
Value
double Value()=0;
Metoda Value vraci hodnotu vystupu bloku.
Priklad:
Hyst H(x,-1,1,-5,5,3.5); ... printf(”vystup bloku hystereze =

9.14 Trida Input

Objekty této tfidy se pouzivaji jako vstupy spojitych blokt. Objekt reprezentuje odkaz na
spojity blok.

Konstruktor

Input(aBlock *b);

Inicializuje objekt tfidy Input odkazem na blok, zadany jako parametr.

Value

double Value();

Vyhodnoti objekt na ktery se odkazuje.
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Priklad:
class Bl : aBlock Input in; ... Bl(Input i): in(i) ... ;

9.15 T¥ida Insv - necitlivost

Necitlivost je typicka nestavova nelinearita s charakteristikou:
Konstruktor
Insv(Input x, double pl, double p2);
Insv(Input x, double pl, double p2, double tgalfa, double tgbeta);
Implicitné jsou thly alfa a beta 45 stupnu.
Value
double Value()=0;
Metoda Value vraci hodnotu vystupu bloku.

9.16 Trida Integrator

Trida Integrator implementuje popis numerické integrace pri spojité simulaci. Integrator ma
definovany tri zakladni operace:

o inicializace, nastaveni poc¢atecni hodnoty

o nastaveni hodnoty, tj. skokova zména stavu integratoru

o numerickd integrace (skrytd vlastnost objektu)

Init

void Init(double initvalue);

double operator = (double x)

Metoda Init nastavi inicializaéni hodnotu integratoru. Tuto hodnotu integrator vzdy
pouZije pro svou inicializaci pfed zacatkem simulace.

Konstruktor

Integrator(Input x);

Integrator(Input x, double initvalue);

Vytvoreni a inicializace integratoru hodnotou initvalue nebo nulou.

Set

void Set(double value);

double operator = (double x)

Nastavi hodnotu integratoru. Lze pouzit k provedeni nespojité zmény hodnoty integra-
toru.

Operéator =

double operator = (double x)

Operator prifazeni ma dva riazné vyznamy podle mista pouziti. Pfi pouziti ve stavu
INITTALIZATION (tj. mezi voldnim funkeci Init a Run v popisu experimentu) nastavi ini-
cializa¢ni hodnotu integratoru (je ekvivalentni metodé Init). Pouzije-li se ve stavu SIMU-
LATION (probiha simulace), potom nastavuje hodnotu vystupu integrétoru (je ekvivalentni
metodé Set).

Value

double Value();

Metoda Value vraci hodnotu vystupu integratoru.

Priklad:

Integrator il(x,1), i2(il); // vytvofeni a inicializace
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class Udalostl : Event void Behavior() il = 1.0; // nastaveni hodnoty - skokovd zména

main() Init(0,10); i1 = 1.0; // inicializace integratoru ... Run();

9.17 T¥fida Lim - omezeni

Objekty tfidy Lim omezuji vstupni hodnotu na zadany interval od pl do p2. Strmost charak-
teristiky je mozno zadat jako posledni parametr formou tangenty tihlu alfa. Charakteristika
omezeni je na obrazku:

Konstruktor

Lim(Input x, double p1, double p2);

Lim(Input x, double p1, double p2, double tgalfa);

Value

double Value();

Metoda Value vraci hodnotu vystupu bloku.

9.18 T¥ida Process

Abstraktni t¥ida Process popisuje vlastnosti objektti (entit), jejichz chovani v éase je po-
psano procesem (tim rozumime proceduru, pferusitelnou nékterymi piikazy). Pouziva se
jako bazova tfida pro tfidy vytvarené uzivatelem. Dédi vlastnosti t¥idy Entity.

Activate

void Activate(double t);

void Activate();

Planuje aktivaci entity na modelovy ¢as t, pfipadné ihned. Aktivace znamend bud start
popisu chovani v pfipadé nové vytvorené entity, nebo pokracovani provadéni popisu chovani
v piipadé, Ze proces jiz bézel (a byl naptiklad deaktivovan piikazem Passivate).

Behavior

virtual void Behavior()=0;

Popis diskrétniho chovani procesu. Uzivatel musi definovat tuto metodu ve tfidé, ktera
zdédi tfidu Process. Metoda je prerusitelna prikazy Wait, WaitUntil, Seize, Enter, Passivate,
Cancel.

Cancel

virtual void Cancel();

Ukonceni procesu a zruseni objektu. Nemusi se uvadét v pfipadé€, ze by slo o posledni
ptikaz v metodé Behavior.

Enter

virtual void Enter(Store *s, tCapacity ReqCap);

Obsadi kapacitu ReqCap skladu s, je-li volna. Jinak vstoupi do vstupni fronty skladu s.
Uvolnéni skladu viz metoda Leave.

Konstruktor,Destruktor

Process(tPriority p=DEFAULT_PRIORITY);

virtual “Process();

Vytvofi proces se zadanou prioritou. Implicitni priorita procesu je rovna nule (nejnizsi).
Destruktor zrusi objekt (proces).
Leave
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virtual void Leave(Store *s, tCapacity ReqCap);

Uvolni kapacitu ReqCap skladu s. Obsazeni skladu viz metoda Enter.

Passivate

virtual void Passivate();

Vytadi aktivacni zdznam procesu z kalendafe. Proces cekd az bude opét aktivovan. Po
aktivaci pokracuje od nasledujiciho pfikazu v popisu chovani.

Priority

tPriority Priority;

Priorita procesu. Typ tPriority mé rozsah od nuly do 255. Nejnizsi priorita je nulova.

Release

virtual void Release(Facility *f);

Uvolni zafizeni f. Je chybou, provede-li se uvolnéni zafizeni pred jeho obsazenim. Je
chybou, uvolniuje-li zafizeni jiny proces nez ten, ktery je obsadil metodou Seize.

Seize

virtual void Seize(Facility *f);

virtual void Seize(Facility *f, tPriority PrioS);

Obsadi zarizeni f, je-li volné. Je-li zafizeni obsazeno entitou s mensi prioritou obsluhy
PrioS, potom pfrerusi obsluhu této entity, zafadi ji do fronty prerusené obsluhy a obsadi
zafizeni. Jinak vstoupi do vstupni fronty zafizeni f. Entity, cekajici ve fronté prerusenych
maji prednost pred entitami, ¢ekajicimi ve vstupni fronté. Fronty jsou uspotfadany podle
priority obsluhy a podle priority entity. Viz téz t¥ida Facility.

Wait

virtual void Wait(aQueue *Q);

virtual void Wait(double DeltaTime);

Cekéani entity ve fronté Q nebo ¢ekani po dobu DeltaTime. Cekéani po dobu DeltaTime
znamend planovani reaktivace procesu na cas Time + DeltaTime.

WaitUntil

virtual void WaitUntil(int expr);

Obecné cekani na splnéni podminky expr. Parametr je neustale vyhodnocovan a plati-li,
proces pokracuje, jinak ¢ekd. K vyhodnocovani podminky expr dochazi vidy po skonceni
udalosti nebo po preruseni procesu. Pokud se ¢ekd na zménu néjaké proménné, je tfeba
zajistit preruseni procesu po piikazu, ktery ji zméni.

9.19 Trida Qntzr - kvantizator

Kvantizator provadi zaokrouhleni vstupni hodnoty na nasobek kvantiza¢niho kroku.
Konstruktor
Qutzr(Input x, double p);
Parametr p je kvantizacni krok.
Value
double Value();
Metoda Value vraci hodnotu vystupu kvantizatoru.

9.20 Trida Queue

Trida Queue predstavuje prostfedek pro uchovani objektu t¥id, odvozenych z t¥idy Entity.
Fronta je sefazena podle priorit entit Fronta udrzuje statistiku poctu entit ve fronté a sta-
tistiku dob pobytu entit ve fronté.
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Clear

virtual void Clear();

Zrusi vSechny entity ve fronté, inicializuje statistiky fronty.

Empty

int Empty();

Test, je-li fronta prazdna.

Get

Entity *Get(Entity *e);

Entity *Get();

Vyjme zadany, resp. prvni prvek z fronty.

Insert

virtual void Insert(Entity *e);

Vlozi zadanou entitu do fronty podle jeji priority.

Konstruktor, Destruktor

Queue();

Queue(char *name);

virtual Queue();

Vytvori prazdnou frontu se jménem name. Destruktor zrusi frontu, véetné zarazenych
objektii.

Length

unsigned Length();

Ziska pocet entit ve fronté. Je pouzitelné v pripadé modelovani front s omezenou délkou.

Output

void Output();

Tato metoda vytiskne do standardniho textového vystupniho souboru statistiky a stav
fronty.

SetName

void SetName(char *name);

Nastavi jméno fronty. Pouziva se pfi inicializaci poli front. Jméno slouzi k identifikaci
fronty ve vystupnich datech pii tisku metodou Output.

StatN, StatDT - statistiky fronty

TStat StatN;

Stat StatDT;

Statistika poctu prvki ve fronté a statistika doby pfitomnosti entit ve fronté.

9.21 Trida Relay - relé

Charakteristika relé je uvedena na obrazku:
Konstruktor
Relay(Input x, double pl, double p2, double p3, double p4, double y1, double y2);
Value
double Value();
Metoda Value vraci hodnotu vystupu relé.

9.22 Trida SimObject

SimObject je zékladni bazovou t¥idou (kofenem) hierarchie t¥id v SIMLIB. Specifikuje z4-
kladni vlastnosti objektid modelu. Definuje metody pro vytvoreni a zruseni objektu. Ttida
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SimObject je abstraktni bazovou tfidou, tj. nelze vytvaret objekty této t¥idy.

9.23 T¥ida Stat

Tato tfida slouzi pro sbér statistickych idaji. Uchovava nasledujici informace vypoctené ze
vstupnich hodnot x:

double sx; // suma hodnot x double sx2; // suma ¢étverctt hodnot x double min; //
minimélni hodnota double max; // maximalni hodnota unsigned long n; // poéet zdznamu

Clear

virtual void Clear();

Inicializace statistiky.

Konstruktor,Destruktor

Stat(char *name);

Stat();

Inicializace a ruSeni objektu.

operator () - zdznam hodnoty do statistiky

void operator ()(double x);

Zaznam hodnoty x do statistiky.

Output

virtual void Output();

Operace tisku statistiky do standardniho textového souboru.

Priklad:

Stat Statistika(” Statistika”); ... Statistika(x); // zdznam hodnoty x ... Statistika.Output();
// tisk statistiky

9.24 Trida Status - stavova proménna

Trida popisuje vlastnosti stavovych proménnych. Jsou z ni odvozeny tfidy stavovych bloki
(napf. relé hystereze). Kazdy objekt této tfidy ma atribut, ktery definuje jeho stav.

Init

void Init(double initvalue);

Metoda Init nastavi inicializa¢ni hodnotu stavu objektu.

Konstruktor

Status(Input x);

Status(Input x, double initvalue);

Inicializace stavu objektu nulou nebo zadanou hodnotou initvalue.

operator =

double operator = (double x)

Operator pfifazeni ma dva rizné vyznamy podle mista pouziti. Pfi pouziti ve stavu
INITTIALIZATION (tj. mezi volanim funkci Init a Run v popisu experimentu) nastavi inici-
aliza¢ni hodnotu (je ekvivalentni metodé Init). Pouzije-li se ve stavu SIMULATION (probih4
simulace), potom nastavuje hodnotu objektu (je ekvivalentni metodé Set).

Set

void Set(double value);

double operator = (double x)

Nastavi stav objektu. Lze pouzit kdekoli v popisu modelu k provedeni nespojité zmény
hodnoty stavu.

Value
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double Value();
Metoda Value vraci hodnotu vystupu objektu.

9.25 T¥ida Store

Tato tiida pfedstavuje sdileny prostiedek s urcitou kapacitou (po¢tem mist). To znamend,
ze nékolik entit muze soucasné pouzivat Cast kapacity skladu. Pokud pozadovana kapacita
neni k dispozici, musi entita pockat ve vstupni fronté Q.

Capacity

tCapacity Capacity();

Vraci celkovou kapacitu skladu.

Clear

virtual void Clear();

Inicializace skladu, jeho vstupni fronty a statistik.

Empty

int Empty();

Metoda Empty vraci TRUE, je-li sklad prazdny.

Enter

virtual void Enter(Entity *e, tCapacity cap);

Entita e obsadi kapacitu cap skladu, je-li volna. Jinak vstoupi do vstupni fronty skladu
volanim metody Queueln.

Free

tCapacity Free();

Vraci volnou kapacitu skladu.

Full

int Full();

Metoda Full vraci TRUE, je-li kapacita skladu zcela obsazena.

Konstruktory,Destruktor

Store();

Store(tCapacity capacity);

Store(char *name, tCapacity capacity);

Store(tCapacity capacity, Queue *queue);

Store(char *name, tCapacity capacity, Queue *queue);

virtual Store();

Konstruktory umoziiuji inicializaci skladu, nastaveni jeho kapacity a vstupni fronty. Im-
plicitni kapacita je 1, pokud nezadame frontu, sklad si ji vytvoii. Typ tCapacity je celoCiselny
(unsigned long).

Leave

virtual void Leave(tCapacity cap);

Uvolni pozadovanou kapacitu cap skladu. Je chybou, zadé-li se o uvolnéni vétsi kapacity,
nez je obsazeno.

Output

virtual void Output();

Tiskne stav skladu, jeho fronty a statistiky.

Q - vstupni fronta

Queue *Q;

Ukazatel na vstupni frontu. Sklad si vytvori vstupni frontu dynamicky, je-li to zapotiebi.

Queueln

virtual int Queueln(Entity *e);

209



Operace vstupu do fronty u skladu. Zaradi do fronty podle priority entity, pii shodé
priorit podle strategie FIFO.

QueueLen

unsigned QueueLen();

Zjisti délku fronty u skladu.

SetName,SetCapacity,SetQueue

void SetName(char *name);

void SetCapacity(tCapacity capacity);

void SetQueue(Queue *queue);

Tyto operace nastavuji parametry skladu, pouzivaji se pii inicializaci poli skladi.

tstat - statistika skladu

TStat tstat;

Slouzi pro vypocet primérné obsazené kapacity.

Used

tCapacity Used();

Vraci pouzitou kapacitu skladu.

9.26 Tfida TStat

Tato tfida slouzi pro sbér statistickych udaji. Objekty této t¥idy sleduji ¢asovy pribéh
vstupni veli¢iny. To umoznuje vypocet prumérnych hodnot veli¢in v zadaném cCasovém in-
tervalu od inicializace statistiky do okamziku vystupu. Casova statistika uchovava tyto tdaje
vypoctené ze vstupnich hodnot x:

double sxt; // suma hodnot x*dtime

double sx2t; // suma &tvercd hodnot (x~2)*dtime
double min; // minimalni hodnota x

double max; // maximalni hodnota x

double tO0; // &as inicializace

double tl1; // &as posledni operace

double x1; // posledni zaznamenand hodnota x
unsigned long n; // poet zaznamli do statistiky
Clear

virtual void Clear();

Inicializace statistiky.

Konstruktor,Destruktor

TStat();

TStat(char *name);

TStat();

Inicializace a ruseni objektu.

operator () - zdznam hodnoty do statistiky

void operator ()(double x);

Tato operace provede zdznam hodnoty x do statistiky.
Output

virtual void Output();

Operace tisku casové statistiky.

Piiklad:

TStat TS("TS”); ... TS(x); // zdznam hodnoty v ¢ase Time ... TS.Output(); // vystup

210



9.27 Standardni objekty a proménné

Soucasti kazdého modelu jsou standardni proménné, které jsou deklarovany implicitné. Iden-
tifikatori standardnich proménnjch nelze pouzit pro oznaceni jinych objektid modelu. Tyto
proménné plni zvlastni tlohu pii Fizeni simulace. Jejich hodnoty nastavuji funkce Init, Run,
SetStep a SetAccuracy.

AbsoluteError

double AbsoluteError;

Proménné AbsoluteError obsahuje pozadovanou maximalni absolutni chybu numerické
integrace. Je nastavovana funkci SetAccuracy. Implicitni hodnota je nulova, to znamena, Ze
v tvahu se bere pouze pozadovand maximalni relativni chyba integrace.

Current

Entity *Current;

Proménna Current je ukazatel na pravé aktivni entitu, tj. objekt s diskrétnim chovanim,
jehoz popis chovani (metoda Behavior) se pravé provadi.
EndTime

double EndTime;

Proménné EndTime obsahuje ¢as ukonceni simulace.
MaxStep,MinStep

double MaxStep,MinStep;

Proménné MaxStep a MinStep udavaji povoleny rozsah kroku numerické integrace. Na-
stavuji se volanim funkce SetStep.
Phase

enum PhaseEnum {START,INITIALIZATION, SIMULATION, TERMINATION};

PhaseEnum Phase;

Proménna Phase obsahuje oznaceni pravé probihajici faze experimentu, mize nabyvat
hodnot: START,INITTALIZATION, SIMULATION, TERMINATION
RelativeError

double RelativeError;

Proménna RelativeError obsahuje pozadovanou maximalni relativni chybu numerické
integrace. Integra¢ni metoda bere tento pozadavek v tvahu pfi volbé velikosti integrac¢niho

kroku.
StartTime

double StartTime;

V proménné StartTime je zaznamenan poc¢atecni modelovy ¢as, nastaveny funkci Init pii
inicializaci experimentu.
Time

double Time;

Proménna Time reprezentuje modelovy cas.
Objekt T
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9.28 Standardni funkce
Abort
void Abort();

Funkce ukon¢i simula¢ni program.
Activate

void Activate(Entity *e);

Funkce pro aktivaci entit. (viz tfida Entity)
Init

void Init(double StartTime, double StopTime);

Funkce inicializuje kalendar, nastavi rozsah modelového ¢asu a proménnou Time, inici-
alizuje systém rizeni simulace.
Passivate

void Passivate(Entity *e);

Funkce pro deaktivaci entit. (viz t¥ida Entity)
Run

void Run();

Funkce zahaji simulaci od aktualni hodnoty casu a pokracuje az do casu, zadaného
pii predchdzejicim volani Init. Simulaci 1ze pfedcasné ukondit stiskem klavesy ESC nebo
programové funkcei Stop.

SetOutput

void SetOutput(char *name)

Nastavi standardni textovy vystupni soubor pro vSsechny metody Output.
Stop

void Stop();

Funkce ukonc¢i pravé probihajici simula¢ni béh. Je mozno pokracovat v dalsich experi-
mentech.

9.29 Generatory nahodnych cisel

Zakladem pro generovani riznych pseudondhodnych rozlozeni je generator rovnomeérného
rozloZeni na intervalu j0,1). Tento generator je realizovan funkci Random, kterou lze pfede-
finovat uzivatelem definovanou funkci. To umoznuje pouzit vlastni generator pseudonadhod-
nych Cisel s lepsimi vlastnostmi.

Exponential

double Exponential(double mv);

Funkce Exponential generuje pseudondhodné ¢isla s exponencialnim rozlozenim a stfedni
hodnotou mv.
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Normal

double Normal(double mi, double sigma);

Funkce Normal generuje pseudondhodné ¢isla s normalnim rozlozenim, stfedni hodnotou
mi a smérodatnou odchylkou sigma.

Poisson

int Poisson(double lambda);

Funkce Poisson generuje pseudondhodni ¢isla Poissonova rozlozeni se stfedni hodnotou
lambda.

Random

double Random();

Standardni funkce Random generuje pseudonahodna ¢isla s rovnomérnym rozlozenim v
intervalu od nuly do jedné. Horni mez intervalu (¢islo jedna) negeneruje.

RandomlInit

void RandomInit();

Funkce RandomlInit inicializuje generator pseudondhodnych ¢isel. Po jejim zavolani funkce
Random generuje opét stejnou posloupnost pseudondhodnych ¢isel.

Uniform

double Uniform(double 1, double h);

Funkce Uniform generuje pseudondhodna ¢isla s rovnomérnym rozloZenim v intervalu od
1 véetné do h. Horni mez neni zahrnuta do intervalu.

Ostatni generatory

Uvedeme pouze piehled ostatnich generatort:

double Beta(double th, double fi, double min, double max);
double Erlang(double alfa, double beta);

double Gama(double alfa, double beta);

int Geom(double q);

int HyperGeom(double p, int n, int m);

double Logar(double mi, double delta);

int NegBinM(double p,int m);

int NegBin(double q, int k);

double Rayle(double delta);

double Triag(double mod, double min, double max);
double Weibul(double lambda, double alfa);

9.30 Poznamky k implementaci SIMLIB

Soucasné verze knihovny je 2.12.

9.30.1 MSDOS

Knihovnu lze pouzit s témito prekladaci:

Borland C++ v3.1 Borland C++ v4.0 (vypnout exception handling) Borland C++ v5.0
(vypnout exception handling) DJGPP = GNU C++ pro MSDOS

Pamétové pozadavky knihovny samotné se pohybuji kolem 100KB.

Pro 16 bitové prekladace Borland C++ knihovna pouzivd paméfovy model LARGE, v
integrovaném prostiedi musi byt pro kazdy model vytvoren projekt, tj. seznam modulid a
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knihoven, které se budou spojovat do jednoho programu. Bézné modely vystaci s knihovnou
SIMLIB a jednim modulem obsahujicim popis modelu i experimentu.
Pro pieklad modelu je napsana davka SIMLIB.BAT.

9.30.2 Linux

V tomto prostiedi je provadén vyvoj knihovny. Pouziva se piekladac
GNU C++ v2.7.2
a vyvojové prostiedi xwpe.
Pieklad modelu provede skript SIMLIB.
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Priloha A

Model viceprocesorového
pocitacoveho systému

A.1 Vymezeni modelu

Uvazujme viceprocesorovy pocitacovy systém, ktery je schematicky zndzornén na obr A.1.
Systém se sklddd z n procesort (cpus), které sdileji spoleénou pamét (memory), z m
diskovych jednotek (disks) a z k kanaltu (chnnls), které pfenaseji data mezi disky a paméti.
Jednotlivé prace (job) pfichazeji do systému v ndhodnych okamZicich; interval mezi
dvéma prichody mé exponencialni rozloZeni se stfedni hodnotou ARRTM. Zpracovani kazdé
prace vyzaduje ur¢itou dobu ¢innosti procesori, urcity prostor pameéti a provedeni urc¢itého
poctu vstup/vystupnich operaci.

Predpokladejme, Ze celkova doba ¢innosti tcpu procesori pro jednu praci je exponencialné
rozloZenou néhodnou veli¢inou se stfedni hodnotou PROCTM. Pamétovy prostor pro jednu
praci je rovnomérné rozlozenda celoc¢iselnd ndhodné velicina mem z intervalu 20..60 repre-
zentujici podet pozadovanych pamétovych jednotek. Dalsim atributem kazdé prace je pocet
blokii (recs); kazdy z nich vyZaduje provedeni I/O operaci. Tento pocet blokii je tmérny
pozadované dobé tcpu; na jednu sekundu ¢innosti procesoru pripada nahodné 2..10 bloki.

Jakmile je praci pridéleny pozadovany paméfovy prostor, obsazuje kterykoli z volnych
procesord az do okamziku, kdy se ma provést vstup/vystupni operace. V tomto okamziku
préace uvolriuje procesor, ktery pak mize byt pouzit pro jinou praci. Po provedeni pozadova-
nych vstup/vystupnich operaci obsadi préce opét néktery z volnych procesorti a pokracuje
zpracovanim bloku. Délka zpracovani bloku je ndhodna veli¢ina s exponencidlnim rozloze-
nim; stfedni hodnota tio je rovna primérné dobé tcpu/recs, jez pripadd na jeden blok.

Provedeni vstup/vystupnich operaci spoé¢ivd v nalezeni pfislusného zaznamu na disku
a v prenosu mezi diskem a paméti.Predpoklddame, Ze doby hledédni na disku jsou rovno-
mérné rozloZzeny v intervalu 0. Tsgparcw, kde Tsparcy je maximalni doba hledani. Dale
predpoklddame, ze délka pfenosu mé konstantni hodnotu rovnu 1/10 doby otacky disku
(TrR).

A.2 Sitovy model systému

Pro specifikaci systému pouzijeme CPN (obr. A.2). Datové typy jsou definovany jako mno-
ziny hodnot, zbytek deklaraci je podobny tradiénim programovacim jazyktm. Pozname-
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nejme, ze zvoleny jazyk popisu sité nelze brat jako dogma; je mozné zvolit i jiny druh
popisu.

Casovany piechod generator generuje prostiednictvim funkce init jednotlivé prace. Misto
gen_s slouzi jako pamét stavu generatoru praci. Prace jsou reprezentovany n-ticemi atribut
(t0, tepu, mem, recs, tio), kde t0je Gas vygenerovani prace, tcpuje pozadovand doba zpra-
covani procesorem, memje pozadavek na pamét, recsje pocet zpracovavanych blokt, tioje
stfedni doba zpracovani bloku procesorem. Prace se postupné objevuji v mistech ¢1, ¢2, ¢3,
gda znovu ¢2. Prechod enterobsadi ¢ast paméti podle pozadavkil prace (mem). Pamét o
kapacité 128 jednotek je modelovana mistem memory. V pfipadé€, ze ¢as zpracovani prace
procesorem neni vy&erpan (tcpu > 0), ¢asovany piechod incpuobsadi jeden z volngch pro-
cesorlil z mista cpus, zpozdénim modeluje zpracovani jednoho bloku, dekrementuje tcpua
vygeneruje ndhodné jednu z diskovych jednotek, kam se bude blok pfenaset. n-tice repre-
zentujici praci je zde doplnéna identifikaci disku. Pfechod searchobsadi pozadovany disk z
mista disksa zpozdénim modeluje hledani na disku. Pfechod transferobsadi jeden z vol-
nych kanali, zpozdénim modeluje pienos dat a posléze uvolni disk obsazeny praci. Préace se
pak dostava do mista g2, kde se podle tcpu rozhoduje, zda bude dale zpracovana proceso-
rem (incpu), nebo zda ukondi svij pobyt v systému. V druhém piipadé (tcpu < 0) piechod
leaveuvolni obsazenou ¢ast paméti (mem) a zaznamend dobu pobytu prace v systému do
histogramu funkeci table(time — t0). Globalni proménnd time, pfistupnd pouze pro ¢teni,
reprezentuje modelovy cas.

A.3 Model systému zaloZeny na procesech

Nyni budeme specifikovat systém v C++/SIMLIB pomoci procesi soupeficich o zdroje.

// model PROCESOR.CPP
#include "simlib.h"

// doba simulace
#define TSIM 30 // min

// poity objektd

#define n 3
#define m 2
#define k 1
const double ARRTM = 9; // s
const double PROCTM = 6; // s
const double T_SEARCH = 80; // ms
const double T_TR = 30; // ms

// deklarace globalnich objektd
Facility cpus[n];

Queue q2("q2") ;

Facility disks[m];

Facility chnnls[k];

Queue q4("gd");
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Store memory ("Pamé&t",128) ;
Histogram table("tabulka",0,2e3,25);

class JOB : public Process { // t¥ida poZadavkd
double tO;
double tcpu;
double tio;
double deltaT;
int mem;
int recs;
int disk;
void Behavior() {
t0 = Time;
Enter (memory,mem) ;
while (tcpu>0)
{
int 1i,j;
for(i=0; i<n-1; i++) if(!'cpus[i].Busy()) break;
Seize(cpus[i]);
deltaT = Exponential(tio);
tcpu -= deltaT;
Wait(deltaT); // in cpu
for(i=0; i<m; i++)
if (cpus[i] .in==this) Release(cpus[il]);
disk = Uniform(O,m);
Seize(disks[disk]);
Wait (Uniform(0,T_SEARCH)); // search
for(j=0; j<k-1; j++) if(!chnnls[j].Busy()) break;
Seize(chnnls[j]l);
Wait(T_TR/10+Uniform(0,T_TR)); // transfer
for(j=0; j<k; j++)
if (chnnls[j].in==this) Release(chnnls[jl);
Release(disks[disk]);
}
Leave (memory ,mem) ;
table(Time-t0) ;
}
public:
JOBO) {
tcpu = Exponential (PROCTM*1e3);
mem = Uniform(20,61);
recs = (tcpu/1000xUniform(2,10))+1;
tio = tcpu/recs;
}
};

class Generator : public Event { // generator poZadavki
void Behavior() {
new JOB->Activate();
Activate (Time+Exponential (ARRTM*1e3)) ;
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}
};

int main()
{
int 1i;
for(i=0; i<m; i++)
cpus[i] .SetQueue(q2);
for(i=0; i<k; i++)
chnnls[i].SetQueue(q4);
Init (0, TSIM*60%*1e3) ;
new Generator->Activate();
Run();
table.Output);

Za definici parametri modelovaného systému néasleduje deklarace globalnich objekti
modelu. TFida JO Bpopisuje zpracovani tloh v systému procesem. Obsazeni procesoru je
realizovano cyklem, ktery vyhledd prvni volny procesor. Pokud neni volny zadny procesor,
provede se prikaz k obsazeni posledniho procesoru, ktery zaradi pozadavek do vstupni fronty.
Protoze vsak procesory maji spolecnou vstupni frontu ¢2, bude ve skutecnosti pozadavek
vybran k obsluze na prvnim procesoru, ktery se uvolni. Proto nelze pouzit ¢islo obsazovaného
procesoru pro jeho uvolnéni. Pro uvolnéni procesoru skute¢né obsazeného pozadavkem slouzi
opét cyklus, ktery vyhleda pfislusny procesor podle jeho atributu in. Podobné strategie
vyuzivame u kanald, které maji opét spolecnou frontu g4. Tfida Generator popisuje udalost,
ktera generuje pozadavky tim, zZe se periodicky aktivuje.

V popisu experimentu je dulezité nastaveni spolecné fronty pro vSechny procesory me-
todou SetQueue. Procesory maji spoleénou frontu ¢2, kandly maji spole¢nou frontu ¢4.
Vsechny casy v modelu jsou vyjadfeny v milisekundach. Experiment trva 60 minut modelo-
vého Casu. Po skonceni experimentu se tiskne histogram doby zpracovani tlohy v systému.
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